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Introduction

Nous considérons le probleme de filtrage non linéaire dans une situation particu-
liere, celle de ’observation faiblement bruitée. En-pratique, plusieurs probléemes de
filtrage, en particulier en génie aérospatial, peuvent étre modélisés de facon conven-
able par des situations de ce type.

Ce travail est consacré & I’étude de problemes asymptotiques. Nous considérons
des filtres sous-optimaux, dépendant d’un parameétre ¢ et nous étudions leur com-
portement lorsque € converge vers zéro.

Il est bien connu que l. probléme de filtrage non linéaire est un probléeme de
dimension infinie, sa solution étant donnée par exemple par 'équation de Zakai.
Quelques tentatives ont été faites pour trouver des classes de problemes pour lesquels
un filtre de dimension finie existe (cf. Benés [1], Levine [19] et Wong [30], entre
autres). Cependant ces tentatives se sont montrées d’an inter&. limité, n’ayant pas
abouti & des classes de problémes “intéressants”. Des travaux posterieurs viendraient
prouver qu’on ne peut construire ui filtre de dimension finie que pour une classe de
problémes négligeable. Les conditions que ces problemes doivent vérifier sont liées
a lexistence d’une algébre de Lie de dimension finie (cf. par exemple Chaleyat—
Michel [5]). On regarde donc avec intérét la possibilité d’obtenir de “bonnes” ap-
proximations du filtre optimal qui puissent étre calculées a [’aide d’un nombre fini
de statistiques données comme des solutions d’un systéme d’équations différentielles
stochastiques conduites par le processus d’observation.

De nombreux travaux ont été cifectués dans ce domaine — voir par exemple
Fleming-Ji-Pardoux [9], Fleming-Ji-Salame-Zhang [10] ¢t Roubaud (28] pour le
probléme linéaire par morceaux, Fleming-Pardoux [11] pour le probléme monotone
par morceaux, Katzur-Bobrovsky-Schuss [17], Picard [22] et [23] et Bensoussan
[2] pour le probléeme asymptotiquement observé, Yaesh-Bobrovsky-Schuss [31] et
Picard [26] pour le probléme asymptotiquement non observé, entre autres.

Cette thése peut &tre vue comme composée de trois chapitres indépendants.
Cependant tous les trois s’inscrivent dans un méme sujet: le comportement-asymp-
totique de problemes:de filtrage.

Dans un premier chapitre nous étudions un probléme de filtrage non linéaire
unidimensionnel en temps discret, lorsque le bruit d’observation est faible. Il se
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caractérise par une fonction d’observation injective.

Le deuxiéme chapitre est consacré a un probléme de filtrage linéaire par mor-
ceaux en temps discret. Nous nous intéressons aux aspects de mise en ceuvre d’al-
rorithmes pour résoudre numériquement ce probléme. Ce travail a été fait en col-
laboration avec M.C. Roubaud.

Dans le dernier chapitre nous étudions un probleme en terpps continu, ayant des
dimensions différentes pour le signal et Pobservation. Plus exactement nous consi-
dérons un signal de dimension 2 dont seulement une des composantes est bruitée et
un processus d’observation de dimension 1 observant I’autre composante.

Filtres approchés pour un probléme de filtrage non linéaire en temps
discret avec petit bruit d’observation

[1] Filtres approchés pour un probléme de filirage non lindairc en temps discret
avec petit bruit d’observation, RR 1142, INRIA, Dec. 1989.

[2] Filtres approchés pour un probléme de filtrage non linéaire en temps discret
avec petit bruit d’observaiion, Lecture N. in Cont. and Inf. Sci., Proc. of the
9th Internat. Conf. cn Analysis and Optim. of Systems, Antibes, June 12-15,
1990, pp. 198-207.

On considere le systeme différentiel stochastique

Xk+l = Xk+b( ’k)At+0VAtwk+l,

€
Y = h(.}(k) + \/Zi Wy, ,
ol {w,} et {@w,} sont des bruits blancs gaussiens indépendants, ¢ est un parameétre
supposé “petit” et At dépend de e, Le processus { X} est le signal & estimer et {y;}
est le processus d’observation engendrant la filtration ).
On suppose que la fouction n est injective, i.e. le signal est asymptotiquement
observé. On cherche des approximations M} de

X1 = B[Xe | Y]

qui soient données de fagon récursive et qui puissent étre calculées, i l'instant k, a
partir de 'observation yj. Pour ces processus { M}, on veut pouvoir estimer Xi—Mj
lorsque € converge vers 0.

Nous commengons par I'étude du cas linéaire et nous y trouvons I'inspiration
nécessaire pour construire les filtres approchés dans le cas non linéaire. Nous ex-
ploitons I'idée de Picard [22] et [23] pour le probléem: en temps continu et nous
Padaptons au probleme en temps discret. Nous faizons appel & des outils comme
les changements de probabilité et une version discréte du Théoréme de Girsanov,
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la dérivation par rapport i la condition initiale et une formule d’intégration par
parties. Nous démontrons que, s1 At = €* avec a > 1, le filtre

At
Miyr = M + b M) At + o— (Fre1 — (ML),

avec condition initiale M = mqo quelconque, approche X & l'ordre O(e V e2-1/2);
si a = 1, le filtre de dimension 2

Miyn = M+ (M) e + Ok (G141 — h(My))

b = — h'({Wk)[é,‘_l + o? h'(M_,)]
h(Mi)[Ok-1 + 0% B (Mi-1)} + R (Mi—1)’

avec condition initiale My = mq, fo = 6 quelconque telle que 0y > 0, approche

le filtre optimal & Pordre O(e); si @ < 1. il osi suffisant d’inverser la fonction
d’observation.

Les estimations obtenues vérifient la propriété d’uniformité par rapport au t=mps
et montrent que ces filtres approchés ou:t peu de mémoire.

Nous étudions ensuite un cas particulier oit la fonction d’obervation est supposée
non injective. Il s’agit du cas d’un systéme linéaire par morceaux.

Filtrage linéaire par morceaux d’un systéme en teinps discret avec petit
bruit d’observation

Nous considérons le systéme linéaire par morceaux suivant:

Xk-H = I+ Eb(Xk) + \/E-U(Xk) U
e = hiXy)++ew,

olt {we} et {vi} sont des bruits blancs gaussiens indépendarts et

b(z) = B_z1{z¢0) 1+ B4z1z>0)
a(x) = ‘7—1{::(0} +o; 1{:20}

h(z) = H_zl{zcop + Hizliz0).

Si HyH_ > 0, i.c. la fonction h est monotone, le probiem-= n’uffre aucune dciffi-
culté. Nous nour intéressons au cas H H_. <0, i.e. h n’est pay ‘nonotorie. Dans ce
cas, bien que 71 X;) puisse étre facilement estimé il n’en est ;as de méme pour X,.
L’idée de base est la suivante: dés que le signal reste dans nne région ou la fonc-
tion d’obervation est injective (voir. linéaire),.on peut appliquer an filtre classique,
type Kalman~Bucy. Le probléme se réduit donc a la recherche d’une méthode pour

i
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détecter les changements de signe du processus {X}}, ainsi que déterminer le signe
pris dans chacun des intervalles ainsi séparés.

Cette idée avait déja été exploitée dans Fleming-Ji--Pardoux [9], pour un sys-
téme linéaire par morceaux, sous une certaine hypothése de “détectabilité” ct, plus
tard, par Fleming-Pardoux [11] pour un systéme non linéaire par morcea :x. Le
probléme en temps discret a été abordé dans Fleming-Ji-Salame-Zhang [10]. Nous
étudions ici un probléme plus général que celui traité par ces auteurs. En effev, nous
considérons une hypothése plus large que ’hypothése de “détectabilité” émise dans
I'étude précédente. Nous supposons que

H?g? # H2o? (HD1)
ou
H?0%® = H30% et B, # B. (HD2).

Ceci permet de traiter en particulier le cas d’une fonction d’observation symétrique
par rapport a 'axe des ordonnées.

Les aspects de mise en ceuvre d’algorithmes pour résoudre ce probléeme sont
abordés.

Nous présentons des tests permettant de séparer les intervalles ou le signal est
positif ou négatif et de déterminer ce signe. Un premier type de tests détecte les
changements de signe de { X }. Deux tests sont proposés: un test sur les observations
et un test sur les sorties des filtres de. Kalman-Bucy. Le premier de ces tests a
déja été étudié dans [10}, sous Phypothése (HD1). Le deuxiéme type de tests vise
la détermination du signe de {X,} dans l'intervalle de monotonie détecté par un
test du premier type. Sous ’hypothése (HD1), deux tests on été décrits dans [10]:
un test de variation quadratique et un test de rapport de vraisemblance sur les
accroissements des observations. Sous ’hypothése (HD2), cependant, le premier de
ces tests ne permet pas de prendre une décision et on se contente donc d’adapter
le deu<ieme. Nous décrivons un nouveau test de rapport de vraisemblance sur les
sorties des filtres de Kalman-Bucy (cf. Roubaud [28], pour le probleme en temps
continu}.

L’application de ces tests repose sur une méthode efficace de détermination des
bornes. Nous présentons une étude purement heuristique permettant d’obtenir des
formules pour ces quantités, ainsi que pour les temps d’attente esperés dans les tests
de décision sur le s;gne.

Nous comparons les différents tests et étudions I'influence des parametres du
systeme sur les résultats obtenus sur des exemples. En particulier nous remarquons
que les temps d’attente d’un test sous I’hypothése (HD2) sont beaucoup plus longs
que ceux sous I'hypothese (HD1).

Nous étudions ensuite une autre situation ol la fonction d’observation n’est
pas injective. Il s’agit d’un cas oli le signal est un processus bidimensionnel et

iv




[

.
v ’g?—ﬂ’ .o

Pobservation est un processus unidimensionnel.

Filtres approchés pour un probléeme de filtrage non linéaire d’une diffu-
sion de dimension 2 mesurée par un processus de dimension 1 faiblement
bruité

Nous nous intéressons au prebléme de filtrage associé au systéme différentiel stochas-
tique, au sens d’Itd

dz(t) = fi(z1(2), z2(t)) dt
dra(t) = faz1(2),zo(t)) dt + o(z1(t), z2(t)) dw(t),
dy(t) = h(z,(t))dt+cdw(t),

Nous cherchons donc & estimer le signal {X; = (z;(t),23(2))}, & valeurs dans IR?,
a l’aide du procesvus d’observation y,, processus a valeurs dans IR. Notre but est
d’étudier le comportement asymptotique d’un tel estimateur, lorsque € tend vers 0.
Comme dans Picard [26], nous privilégions des méthodes permettant de déterminer
Pordre de grandeur de ’erreur de i:ltrage, voir sa vitesse de convergence. Nous y
trouvons l'inspiration nécessaire.

Nous traitons d’abord le cas o la fonction h est linéaire et f; est linéaire par

rapport & z2. Nous considérons un filtre approch” {M;} du type proposé dans
Yaesh-Brobovsky~Schuss [31]:

26F;,
eH

&
]
=
=
-
ot
il

Si(ma(8).1na(t)) dt +

[dy(t) — Hrmi(t) di]

dma(t) = fozi(t), z2(t)) dt+§[dy(t‘;—f1m,(t)dt),

avac condition initiale M, et ol & est une constante strictement positive. Nous
¢ vortrons que {e moment d’ordre 2p de X — M est asymptotiquement d’ordre
¢: #2), pour la premiére composante, et d’ordre O(e?/?) pour la seconde. Nous
dén itrons que la condition imtiale disparait exponentiellement vite.

Nous traitons ensuite le probleéme général. Par une transformation de coordon-
nées nous nous ramenons au cas cetudie précédemment. Nous oLienons les mémes
résultats pour la covariance de X, — ;.
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FILTRES APPROCHES POUR UN PROBLEME DE

FILTRAGE NON LINEAIRE DISCRET AVEC PETIT
BRUIT D’OBCERVATION

APROXIMATE FILTERS FOR A NONLINEAR DISCRETE
TIME FILTERING PROBLEM WITH SMALL
OBSERVATION NOISE

Résumé

On fait une étude asymptotique d’un probléme de filtrage non linéaire en temps discret
unidimensionnel, lorsqu’un certain paramétre ¢ tend vers 0. On traite le cas d’un probléme
de filtrage non linéaire en temps discret issu d’un probléme en temps continu avec petit
bruit d’obervation. Des filtres approchés de dimension finie sont proposés et les estimations
sur les performances de ces filtres sont énoncées et démontrécs. On commence par faire
une étude dans le cas linéaire, ce qui va nous inspirer les filtres approchés a prendre dans le
cas général. Pour le résultat concernant l'erreur entre le filtre approché et le filtre optimal,
la démonstration présentée utilisera des changements de probabilité et la dérivation par
rapport a la condition initiale. Pour terminer, on présente des résultats d’application
de ces filtres a un exemple et on constate que les propositions énoncées sont vérifiées
numériquement.

Abstract

We study the asymptotic behaviour of a nonlinear one-dimensional filtering discrete
time problem, as some parameter ¢ tends to 0. We treate the case of a nonlinear discrete
time problem coming from a continuous time one with small observation noise. Finite
dimensional aproximate filters are proposed and results concerning estimations of their
performance are stated and proved. We present, at first, a brief study of the linear case
and get the necessary inspiration to construct the approximate filters in the general case.
The proof of the result we give concerning the error between the approximate filter and
the optimal one will make use of probability changes and differentiation with respect to
the initial condition. Finally, we present the results obtained when applying those filters to
an example and we notice that the propositions previously stated are verified numerically.
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1 Introduction

On considére le probleme de filtrage non linéaire en temps continu suivant :

On a un signal X solution de ’équation différentielle stochastique unidi-
mensionnelle

dX, = b(X:)dt + ¢ dw} , Xo = £ 1)

et on dispose de 'observation unidimensionnelle vérifiant
dY, = h(X,)dt + edw?, Yo =0 (2)

ou w!,w? sont des processus de Wiener standards indépendants et £ est une
variable aléatoire indépendante de w! et w?. Le paramétre ¢ est supposé petit.

Le probleme de filtrage consiste a calculer, pour toute fonction mesurable
@, ’espérance conditionnelle de ¢(X,), étant donnée 'observation Y, jusqu’a
Pinstant ¢.

On aimerait résoudre numériquement ce probleme. Une possibilité est donnée
par la résolution de I’équation de Zakai, une fois discretisée, ce qui a été étudié
dans [Le Gland]. Cependant un tel calcul presente une grande complexité, puis-
qu’il s’agit, dans le cas général, d’une équation de dimension infinie. Une autre
possibilité consiste a utiliser les filtres approchés proposés dans [Picard] et les
discrétiser en temps. Ces filtres ¢tant de dimension finie, le probleme devient
plus simple 4 résoudre. De plus, on y trouve des résultats concernant P'erreur de
filtrage et en particulier ceux qui correspondent au filtre de Kalman étendu. La
méthode de démonstration utilisée fait appel a des changements de probabilité,
a la théorie de retournement du temps pour les diffusions et a des résuitats
sur les flots définis par des équations différentielles stochastiques. Dans [KBS]
on peut trouver les premiers résultats sur ce genre de filtres, cependant leur
justification reste purement formelle. Notons également que dans [Bensoussan],
'auteur considere le méme probleme de filtrage en temps continu et utilise une
méthode autre que celle dévéloppée dans {Picard] pour démontrer les résultats
asymptotiques.

En pratique, neanmoins, on ne dispose souvent que de 'observation a des
instants discrets et, de plus, pour mener des calculs sur ordinateur, il est néces-
saire de manipuler des processus discrets. Au lieu de discrétiser le filtre on peut
penser & discrétiser le probléme lui méme. L’avantage de cette approche réside
dans le fait que, dés qu'on se limite 3 des processus en temps discret, on n’a
plus besoin de la théorie des flots ou du retournement du temps et méme pas
de lintégrale d’It6.

Cette idée a motivé I'étude qui suit, dans laquelle on recherche des filtres
approchés pour un probléeme de filtrage non linéaire discret avec petit bruit

1
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d’observation.
On considere la discrétisation la plus simple des équations (1) et (2):

Xipt = Xe+b(Xi) At+ 0 VAt wyr, Xo=¢ (3)
= h(Xi) + = D (@)
Yk /X

olt X est une approximation de Xy, (tx = kAt), {wi} et {i;} sont des bruits
blancs gaussiens standards indépendants et £ une v.a. indépendante de {w;} et
{wr}. On se propose de résoudre, de fagon approchée, le probleme de filtrage
associé au systeme discret (3 ~ 4), ol At est pris comme étant un parametre
dépendant de ¢.

Soit { X} le filtre optimal pour le probleme discret, i.e.,

X = E[Xi YY), Y* = o(yi;i=0,1,-- k).

Puisque, dans le cas général, la détermination de X présente une grande com-
plexité, notre but sera de construire une “bonne approximation” de ce filtre
représentant un compromis entre les coiits en temps de calcul et la précision
des résultats. Si ¢ = 0 et h est inversible, le signal est observé exactement:
Xi = h~1(yi). Pour At fixé, quand € — 0, I’observation est faiblement bruitée
et un “bon” filtre consistera & prendre tout simplement My = h~1(y;). Cepen-
dant, notre interét portera sur des résultats asymptotiques: on fera tendre At
vers 0 en méme temps que € et on donnera une approximation {M;} du filtre
optimal en temps discret. On prendra At = €* et on s’interessera & l'estimation
de | Xt ~ M| quand ¢ devient “petit”. Quand & — 0, on aura & distinguer 3 cas,
selon la valeur de a. Les cas @ > 1, a < 1 et le cas intermédiaire a = 1 présentent
un comportement différent. Quand « est “grand” on doit pouvoir approcher le
probleme de filtrage en temps continu (1 - 2). En revanche, quand a est “petit”,
le systeme (3 - 4) ne sera plus nécessairement une “bonne discrétisation” du
systeme en temps continu donc le filtre n’aura pas le méme comportement.

On commencera par étudier le cas linéaire dans la section 2, on proposera
des filtres approchés unidimensionnels possibles et des vésultats asymptotiques
sur Jeur “qualité”. Cette étude nous suggérera le filtre approché a considérer
dans le cas non linéaire, ce qui est fait dans la section 3, et la généralisation des
résultats asymptotiques de “qualité” du filtre est obtenue.

On s’intéressera en premier a I’estimation de X} — M, ce qui nous raméne
simplement a I’étude d’une série récurrente. Ensuite, on procedera a ’estimation
de Xj — My. Dans le cas linéaire, puisqu’une équation pour X} est disponible (le
filtre de Kalman-Bucy), ’étude d’une série récurrente permet encore d’aboutir
au résultat voulu. Par contre, dans le cas non linéaire, la méthode sera toute

2
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autre: on commencera par introduire des changements de probabilités, on utilis-
era une version discréete du Théoréme de Girsanov (voir annexe A) et, par dériva-
tion par rapport & la condition initiale, on se ramenera 4 1'étude d’une expression
asymptotique pour X — M) dont on prendra l’espérance conditionnelle.
La section 3.4 contient un bref résumé sur les filtres approchés & considérer
dans le cas non linéaire, selon la valeur de a, et des résultats sur leur efficacité.
On termine cette étude par un essai numérique, présenté dans la section 4.

Notation 1.1 Dans la suite, on notera c ou C n’imporie quelle constante pos-
itive indépendante de At et de ¢.

Remerciements: J'aimerais remercier E. Pardoux, Professeur a 1'Université
de Provence, pour m’avoir suggéré ce travail et J. Picard, chargé de recherche

a PINRIA, pour les suggestions et discussions fructueuses qui m’ont permis
d’avancer dans ce sujet.
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2 Cas linéaire

On considere le systeme linéaire:

X1 = (1+0A0X, +oVAt weyr, Xo=¢
Yo = hXk+ —— T

VAt

(5)

ou
(H1) {ws} et {w,]} sont des bruits blancs gaussiens standards indépendants,

(H2) ¢ est une v.a. gaussienne indépendante de {wy} et {w;}, de variance py,
oll pg est une constante ne dépendant pas de € ou de At.

(H3) oh > 0.

Remarque 2.1 L’hypothése (H3) peut, en fait, étre remplacée par gh # 0 et,
dans ce cas, on remplacera, dans les expressions du gain, oh et g/h par leurs
valeurs absolues. Néanmoins I’hypothése (H3) n’est pas plus restrictive que cette
derniere, puisque si on remplace o par —o dans le systéme (5) on obtient des
modeles équivalents.

Il est bien connu que, dans le cas linéaire, la loi conditionnelle de X} sachant
Y* est gaussienne et l'estimation optimale est donc donnée par des équations
en dimension finie, les équations du filtre de Kalman-Bucy:

’y

5 I
X = (1+bAt)X}¢_1+ lAtpklk—l

€2+ h? At pr—1
(1+ bAt)2€2 Phik-1
€2 4+ h? At e

(yx — B(1 + bAt)X_q) (6)

Pr+1k + %At (7)

avec les notations:
Pk é E[(Xk b )‘{-k)2] N Xk|k-l é E[Xklyk_l] et pklk—l é E[(Xk - Xklk-l)z] .

En outre,
_ € Pk
€2+ h? Atpr-y

2 (8)

Notre objectif est de construire un processus { My} qui approche {X)} et qui
est plus simple & calculer que ce dernier. Dans ce but on commencera par étudier
le gain stationnaire, pour passer en suite a la recherche d’une approximation de
ce méme gain, selon les différentes valeurs de . Le gain du filtre ayant un
rapport avec la variance de I’erreur d’estimation on déduira simultanement des
résultats sur cette deuxiéme quantité et ses approximations.
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2.1 Calcul de quelques expressions utiles

Dans cette section on calcule certaines expressions qui nous seront nécessaires
dans les sections suivantes.

Calcul du gain stationnaire

On commence par déterminer la covariance de 'erreur de prédiction pyj—; dans
une situation stationnaire, ce qui est équivalent a calculer la valeur stationnaire
de la covariance de I’erreur d’estimation px (notée p}), puisqu’on passe de I'une
a l'autre par ’expression (8).

On notera 0y le gain a 'instant ¢; :

a hAipgy-1  hAL
T e+ B2 Atpgk, €2 Pk-

k

Soit p, la valeur stationnaire de pyi-,, i.e. la solution de

(14 bAL)?e?p,

*T €24 h?Atp, +olAt.
On obtient
_ =[e2 = (1+ bAt)%e? — o?h® At?] 4 At p(e, At)
Ps = 2h2 At ’
olt

ple, At) = [[(Zb + b°At) €2 + o*h? At)? + 402 h?e? ] :
Ainsi
(20 + B*At) e + oh? At + p(e, At)
2h? '

s =
Le gain stationnaire sera donc,

hp, At _hAL

6, = = .
g2+ h2 Atp, ez P

Le filtre approché

On considére un schéma qui résulte de (6) en remplagant §; par sa valeur station-
naire 0, ou, d’une fagon plus générale, par une approximation de cette valeur.
Dans la suite, § désignera donc soit 8, soit une approximation de 0,.

On consideére le processus {M;} donné par I’expression
Mgy = (1+0A)Mi + 0 (ypgy — (1 + DAYM,) , My = my . (9)
On obtient les résultats qui suivent.

Le premier résultat concerne les différences ;. — 0, et pijx—y — p,.
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Lemme 2.2 Soit £ O — 0, et u 2 Dkjk-1 — Ps. On a les expressions

_ h Ate®
77k+1 - [52 + h2 Atpk+1'};][€2 + h2 Atp,] /‘lk+1

et
Co K C
e = ‘52‘) =1, Ko
Cilbo }:(ﬁ)‘ +c
i=0 ©2
) ou
[ 2 4
o = (1+b6At)°e
a 2 KAt + h2Atp,)
c = (e* + h? Atp,)?.

Preuve De la définition de 7 vient que
h Aty hp, At
€2+ hZ At Ph+ 1]k €2 + h? At p,
h At [€? pryape + h? At prgape ps — €2 ps — h? At pryaje ps)
[52 + hZ At Pk+1|k][52 + h% At p,] ’

TMk+1

d’olt I'expression de 7g4;.
Quand a g, on a la formule récursive

(1+0A8)2 ¥ prp—r (1 +bAL) 2 p,
€2 + h? At prye—y €2+ h2 Atp,
(1+bAt)2e
[+ b2 Atpr + B2 Atp,J[e2 + k2 Dtps)
Co
Ciftk + C2 e

Bk+r =

Donc
Co 1
e = ==

O

Mk (10)

Suivant un raisonnement par récurrence on trouve |’expression:

ck _co\k [
He = P — Mo = (;;) o1 o Ko
cipo I A b+ o cifio E(z;)' + ¢
i=0 =0

Ao &~
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Lemme 2.3 Soit . 2 0x — 8. On a ’égalité
E((Xis1 - M)t = (145481 - ROPE((Xi — My)?)

2
_ €
+7)Z+1 [h? P4k -+ Kt-] y
ot

1-ho +h(0, - 0).

Preuve D’aprés les expressions (6) et (9),

Xiwr = Misr = (1 +0A)X, + Opa(yrer — (1 +bALXL) — (1 + b A M,
=0 (yr41 — R (1 + DAE)M;)
= (1+b6A8)(Xk = My) + (Bk1 = 0) i
~h (1 + b ALY (0ky 1 Xk — OMy)

Etant donné que Oryy = G + (x4 — 0), 0n a

Xip1 =M = (1+bA0(1 =) (X — M)
+(0ks1 — O)(yes1 — A (1 + b AL)XL),

oll Yray ~ B {1 + bAL) X & vk est Vinnovation (v indépendant de Y*) et
?

At

d’oli le lemme. [ ]

EVZ = h? Pryijk +

Expressions asymptotiques de E{{X; ~ X;)?] et de E[(Xx — Mi)?] quand
le pas de temps est £

On prendra dans la suite At =&® , a > 0, Notre but est de faire une discussion

sur ’ordre de grandetir de Perreur associée au schéma (9), pour les différentes
valeurs de a.

Remarque 2.4 On rappelle que :

_ (20 + 0P At)e? + 0? 2 At + po(e, At)
B 2h?

Ps
ol
pa(€) 2 [[(2b+ B AL &2 + A B AL + 407 K222
Donc
c(e*Ve)<p, SC(e*Ve)
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Alors, puisque py > 0 (i.e. la valeur initiale de la covariance, po, est une
constante indépendante de ¢), des calculs précédents il vient que :

Cok
0< e < (=) po,
(&)

olt
co  (1+be°)’e! <1
ca [+ h2evp,) "
i.e. ¢g < ¢z, puisque

L% [e2+ h?e%py — (1 + be™) e?][e® + R2e% py + (1 + be*) &7

¢ [e? + A% e p,J?
e [h2p, — be?][e? + h2e%p, + (1 + be™) €¥)
= >0,
pour ¢ “assez petit”.
On établit la proposition suivante:
Proposition 2.5 On a l'estimation
t
Cexp{—cL:l}+Ce, sia>1
E[(Xks1 = Xig1)?] < t
C exp{ [4-55—1(1 —a)+2(1-a)loge}, sia<l.
Preuve
Par définition,
2
O + ps)
[(Xke1 k+1)°] Pr+r 2+ B2 €7 (fipg1 + P3)
€ e p,
€2+ h%eop, Rigr ot £2 4+ h%2eop,
C(cofcs)f* + Ce, sia>1
Ce¥1-2)cyfcr)* 1 + Ce?*, sia<1

d’ol la proposition.

D’autre part, du lemme 2.3, on obtient le lemme suivant:

8




Lemme 2.6 On a l’estimation

. k+1 - .
E[(Xeer — Mip)’] £ 31— A8,

i=0
o

ne

A 2 1-(1+be%?(1- ko)

B Pkl AT
k+1 Tr41 e

By = E((Xo - M),

p

ne

Preuve Le lemme 2.3 devicat:

El(Xrp1 — Meg)’y = (1 = A) E[(Xe — M) + Bipa -

2.2 Filtre utilisant le gain stationnaire

On prend comme approximation du gain 0; le gain stationnaire 6,, i.e. § = 0,
(voir le schéma (9)). On déduira par la suite des résultats pour d’autres types

d’appreximations 8 a préciser.

Dans ce cas, on obtieat la proposition suivante:

Proposition 2.7 Pour le schéma (9) avec § = 9, on a l’estimation

t .
C’exp{-—c-it1 , sta>1
€

E[(Xip1 — Miyy)2) t
Cexp{4 —%:—1-(1 —a)loge}, sia<l.

Preuve Suivant les notations du lemme 2.6, on a

1-A4 = (1+be%)*(1—h8,)?
(1+be%)?et

(€2 + hiee p,)2

co

(&/]

2 4 12
B = n. & + h* €% pigai
i+1 = Ty prs

35
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o A

heot? 2e2 4 p2e0 Digafi

[+ B e pugalle? + e p] &
h?. gatd

2
2+ B2 e pigaplle? « Weop, P F i

et, puisque piyii = Ps, On a la majoratic:.

h? g>+4
By < m#?u = Bﬂ?+1 s
ou B é _—hz €a+4
[z~ h2exp,)?
et
prg =1 = V)P Hipa pd

ol )

Hip 2 =

, 2
[e1 o Tmolco/e2) + 2
et Hy est tel que .
E[(Xo - Mo)')] = BHO [1(2\ .

D’apreés ce lemme,

El(Xier1 — Min1)?] < (cofc2) BI(Xx — Mi)*] + Bl(co/e2)1*+ Hisr 113

k+1

< D (cofea)* ' Bl(co/c2)*) Hi i
1=0
k41 _
= pdB(cof/ca)**' Y (cofer) H; .
1=0
k -
On cherche maintenant un majorant pour la série (}:(co/cg)‘H,-
i=0
Or,
Hoi = & avec Co <1
v c 1 — (cofc2)™*! te * C2
o 1-cofc, 2
¢ —¢Cp 1

1 ko €2 —C, _ ]
[(1+ cluo) (co/c2) }
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d’ou

3 (co/ca) 2 521 (cofes)
Xl = G2 S e e Ty

On commence par calculer I'ordre de grandeur de " -;lco
1 Ho

ca—co (e84 h%e®p,)? — (14 be*)? et
ciio  poh*e® (€2 +h2evp,)

Soit Num le numérateur du membre & droite dans cette expression:
Num 2 (e2+h%e"p,)? - (1+be™)? et
b
= e (p— ) + b e py + (14 be7) €]

b
Or p, — 7 — €% = O(e” V ¢), ce qui entraine Num = O(e** v ¢*+3) et donc

Cy —
. O(e” Ve).
C1 Ko
De plus
Cq —
270 50.
€1 Ho
On peut faire la majoration suivante:
kf:l (cof Cz)i

=1 [1+ (c2 — o) /(1 o) ~ (cofc2)}?

© (cofc2)®
. /0 (1 + (c2 = co)/(c1 o) — (co/e2)?)? &
—~1 i
~ log(cofez) [+ (cz — o)/ (c1 o)) (2 — <o)/ (c1 o)
Donc
S eofer) i g 2= 1 1 +H
g T = e Tog(eofes) 1+ (e2 — co)(erpia) |0

De Pexpression (11), il vient alors que

-1 1
E[(Xis1~Mis)*) < 52 B (cof e+ (2 +h ..

c1 o 108(60/02) 1+ (c2 = co)/(e1 o)
11
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Etant donné que

B- O(e*-l), sia>1
T Oy, siaci

et

-1 1 _{O@““U,ﬁaZl
log (co/ez) ~ 1-(co/c2) | ©(1), sia<1
on obtient la majoration:

-1 1 C sia>1
< b . -
b log (co/cz) 1+ (c2 — co)/(c1 o) Ho) < { Cell-2), sia<1

(12)
et 1
BHy = — E[(Xo — Mp)*].
Ho
Donc,

e si o > 1, puisque 1 — ¢o/c; = O(e*~!), on a I'estimation

.- t
E[(Xk41 — Miy1)?] < C'exp{-'c"k!’-—1

b
[
e si @ < 1, puisque ¢p/c; = O(¢¥1~%)), on a ’estimation

B{(Re = Mo ) < Cexpft (B2 4 1)(1 - )] loge}

Remarque 2.8 On peut constater que, quel que soit a > 0, les valeurs sta-
tionnaires de E[(Xis; — Mi41)?] et E[(Xks1 — Xis1)?] sont du méme ordre de
grandeur donc I'utilisation du filtre approché (voir le schémna (9)) est justifiée.

2.3 Filtres utilisant une approximation du gain station-
naire

On cherche maintenant les expressions plus générales qu’on obtient quand on
utilise une approximation # du gain asymptotique 0,.
Pour la construction de cette approximation on va d’abord considérer des

approximations pour la covariance p,. Elles conduisent naturellement a des ap-
proximations pour le gain 0,.

On va estimer Verreur Xi — M;.

12
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Proposition 2.9 Supposons que p, —~p = O(e™) , m > 1, i.e. p est une
approzimation de p, d’ordre e™.
Alors,

Cexp{-—c&gﬁl} + C et sia>1
E((Xip1 — Mip1)?] <

t
Cexp{4 —'5511—(1 —a)loge} + Ce¥mH=5* | sia<1.

Preuve D’apres le lemme 2.6, on a ’estimation

) k+1 _ )
E[(Xk41 — Mrs1)’) £ Y (1 - A8,
i=0
ou
{ A= (1+be7)2et
- [€2 4 h2ev pJ?
et 2 h2 a
B =np SEE P < g2,
avec
B2 h? gatd
[+ h2eop,[e? + h2ee p)?
et
Bi = p; + (ps — D) -
Donc
X k41 _ ‘
E{(Xepr = Misn)®] < BY (1= A+ Ce™)?
i=0
k41 B . B
< 2BY (1- At o 5
i=0

En utilisant les majorations dans la démonstration de la proposition 2.7, on
obtient la majoration:

. _ k+1 27¢
E[(Xi1 — Miy)?] S 2B (1= AP35 [(—?ﬁ%‘} H:+Ce™m -i; .
i=0 -

Maintenant, si p, — p > 0 alors 1 — A > cp/c,; par contre, si p, — p < 0 alors
1 — A £ co/c,. Par conséquence, on a

fE[(X’k-{-l - Mk-H )2]
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k+1 _
< 2Bud[(1 - A)V (cofea)]*! Y (cofca) Hi + C ™™ —ﬁ;
1=0
-1 1

_ - C2—C
< 2B (1= AV (ool e S TR )

+ Hy)

m B
+C é? 3
Quelques calculs nous donnent:
»  (c2—c)/(c1 o)
1+ (c2 = co)/(c1 po)
B2 gotd
[€2 + hZe p, ][ + h2e
(ps — b/h?€?)[e® + h? e p, + (1 + bs®) €7]
" po (€2 + h%ecp,) + (p, — b/h?e?)[e? + h2eo p, + (1 + be) £2]
Ofe*-Y), sia>1
- { O(e¥e-1), sia<1

e [A%p—be?)[e? + h?ep+ (1 + be*) €7

A =
[€2+ h2€°ﬁ]2 ’
ol R*p—be? < C(e® Ve)
O(e*!), a>1
o), a<l
B h? et
A (€2 + h2eop,)[n?p — be?][e? + h2eap+ (1 + be~)e?]

{ o@/e), a>1

O(e*=%), a<1

On obtient donc les estimations suivantes:

esia>1,
¢ t
E[(Xi4r — Mk+1)2] < Cexp{—c -l‘;ﬂ} 4+ C e¥m-1
e sia<1,puisque 1 — A < O(4i-)),

E((Xk+1 — Mis1)?] < Cexp{4 E"—:-l(l — a)loge} 4 C gimHi-Se

14
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2.3.1 Approximations obtenues pour la covariance p,

On utilise un développement limité de p,(c) pour construire une approximation
hpe*

€2 + h2ex P °
On explicite quelques expressions possibles pour I'approximation de la vari-
ance p:
Puisque, par hypothese, o A > 0, on a que

p de p, et on obtient donc une approximation 4 de 0, par § =

(a) st a > 2, le développement de Taylor de p, (&) nous donne, aprés quelques

calculs,
pal€) =2hoe+ O(?)
et donc ; )
I b2 0, 3
Ps = h€+h2€ + 5 € + O(e%) .

Si on prend, par exemple,

l.{p=oc/he|,le p,— p = O(e?), alors

E[(Xi — M)Y < C’exp{—c%} +Cé. (13)

2. [p=ofhe+b/h?e?|si a #2 e p,—p= O Ved), alors

E[(% - Mif) S Cexp{-c 2} + C (271 v e¥).

3. |p=o0lhe+b/h*e? +0%[26%|5i2 < a < 3 ,i.e. p,—F = O(e?), alors

El(X, - M) < C’exp{—c%—} +Cé.

(b) si 1 < a <2, du développement limité de pa(¢) il résulte que
2
Ps = %e+%e°+0(52V52"") (14)

donc on peut prendre comme approximation de p, par exemple:

1. |p=o0/he|,ie., p, — = O(c) et alors

El(Xi - M)* € Cexpl~c %} 4 Cet

15




2. |p=ofhe+0%[2e%], ie., py — = O(e? Ve?*-1) et alors

E[(X — M)Y) < Coxp{~c £} + C (v e*o)
(c) si @ =1, le développement limité de p,(¢) est un peu particulier:
pale) =0hvVi+o2h? e+ ——?—b-z—h—-ez + O(e?)
Va4 oh? ’

ce qui entraine:
p = (a /1+02h2+02)€+(b + bo Je?
Y 4 2 B ok 1+ 0224
+0O(%) .

On propose, par exemple, les approximations suivantes:

1. [p=(o/h\/1+02h? /4 +0%/2) e} i.e. p, — P = O(e?) et alors

E[(Xe - M) < cexp{-cfei} +Cé

bo :
2. 5= (0/h\/1+02h2/4 +0%/2)e + (b/h? + €
P b JTH R+ ) (8 4 )

2

=

i.e. ps —p = O(e?) el alors
¢ 2 th 5
E[(Xy - Mu)* < Cexp{—c;—} +Ce®.
(d) si 0 < a < 1, le développement de la fonction p,(e) devient

pole) = ot h¥e® + O(s’""‘)

d’ou
ps = 02 e® + O(e*%).

Donc, si on prend |5 = 0%¢%), i.e. p, — P = O(e*"?), alors

E[(Xx — M)’} < Cexp{4 ﬂ’-Ei’—l-(l ~a)loge]} + Ce® .

16
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2.3.2 Approximations obtenues pour le gain

Puisque notre intérét porte sur la construction de schémas du type du schéma
(9), on essaie de décrire une approximation du gain stationnnaire 6,. En fait ces
approximations peuvent aussi étre obtenues directement d’aprés le développ-
ement de p,(¢), sans passer par l'approximation de la variance.

On a

oLl _1
*Th1+D,
ol
D _A_ 252-—0
07 (2b+ 5%€) €2 + 02 h2 €™ + pge)
et

pal€) 2 c(e* Ve).

¢ Premier cas: a > 1 ]
A cemereererereee
Do~ hoea-1’

puisque p,(e) = 2hae + O(e® v e**-1),
Une approximation de 8, est donc

(=], (15)

Proposition 2.10 Sia > 1, avec le gain approché donné par (15), alors on a
Pestimation

u t
E[(Xis1 — Mis1)?] < Cexp{—c i;—‘-} +C (2 Ved)

Preuve
Puisque
_ hpe
et, dans notre cas,
oe

P= A= che )’
1

on obtient, en utilisant le développement limité de T

p=—ec+0'e® +03he™® !t + O(2*?).

=iQ

Par conséquent
ps—p=c(e?Ve)et,sia>2,p,—5>0.

Donc, de la proposition 2.9, on déduit les estimations suivantes:

17
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pour 1 < ¢ £2,
. t _
E[(Xis1 = Min1)] S Cexp{—c=} + C ™!
pour a 2 2,
(Y 2 %8} 3
El(Xk-H - Mk-H) ] S Cexp{-—c—g—} + Ce.

Remarque 2.11 Une fois encore on trouve des estimations de E[( Xj41—Mp41)?]
d’ordre inférieur ou égal a celui de E[(Xpy1 — Xk+1)%)-

Remarque 2.12 Le schéma correspondant aux approximations (13) et (14)
O‘€°’+1

62 40 h €a+l
g . . . » . 2 9 .
utilisation oblige a un calcul plus compliqué que celui du schéma qu’on vient
d’obtenir alors que 'ordre de lerreur associée reste le méme.

(i.e. qui utilise le gain § = ) n’a pas d’interét pratique, puisque son

e Deuziéme cas: a <1

DQ ~ PP 13 “o,
Donc une approximation du gain stationnaire 0, est
1
i=1|.
Le schéma (9) devient alors
1
Mpgy = '};!/H-l (16)
» Troisieme cas: a =1
Dy = 2 e
T ohVitorh?

Quand ¢ — 0, une approximation de 8, est encore

0 =

i

et on retrouve le schéma (16).
Proposition 2.13 S/ a < 1, pour un tel schéma, on a:
E[(Xi1 = Mia)?] = O(*%)
el
E((Xkss ~ Min)*] = ‘,;1'2'52Ta .

18
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Preuve

i) D’aprés le lemme 2.3,

e?

Xk+1 - Mk"l'l = _h [62 + h2 £ pk+1|k

](Slk+1 —h(1+be*) M)

donc

et

h%e* [e? + h? €% pryai]

E[(Xxs1 — Mi:a)?] = —
d’ou la premiére expression.
i) D’autre part,

= —he"’/z Wiy s

d’ol1 la deuxiéme expression dans la proposition.
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2.4 Récapitulatif

Les tableaux suivants nous donnent les vitesses de convergence a 0 de P’erreur
quadratique moyenne pour les différents filtres approchés qui ont fait I’objet
: de cet étude, mettant en évidence la dépendance de ces filtres selon le rapport
entre la variance du bruit d’observation et le pas de temps.

e Poura>1

gain du fillre approché estimation de lerreur
E[(Xk41 = Miya)’)

0, (gain stationnaire) Ce-cirr/e

tTEa—l C (520-1 vV é:3)

o€a+1 + 0.2 h/2€2°'

3y cda=3
I<as2 €2+ ohertl +o2h2/2e2 Cletve™™)
o et 4 h/hert? 2ael s 5
«>2 €2+ g heat! 4 beat? Cleive)
' a+l at? 4 42 20
2<a<3 gt L b/he? Lo h/2¢ Ceb

€2+ ohertl £ heot2 4 g2 j2/2¢2a

D’autre part, on a:

E[(Xk+l - Xk+l)2] S Ce—c‘k-bl/f + CE .
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o Poura=1

gain du filire approché estimation de Uerreur
E[(Xe41 — Mrs1)?]
6, (gain stationnaire) Ce-ttrnrfe
',1; Ce
o /1+02hi[4+ o2h/2 Co
14 h(o/T+0?hif4 +c?h/2)
GW+azh+(b+ be s,
4 2 h 14 0%h%/4 Ce
1+h(v\/1+”2F+”2h)+(b+ LLTR

4 2 21+ o2 h2jd

D’autre part, on a:

E[(Xers — Xen)] S Ceotnle g Ce.

¢ Poura<l

gain du filtre approché

estimation de Uerreur

E{(Xi41 = Mis1)?]

0, (gain stationnaire)

C ectrar/c(1~a)loge

1
B

o4 54-30

o? he?
e+ 0% h2eZa

Cet tags/e(1-a)loge + C 8~7a

D’autre part, on a:

E[(Xk-H - Xk+1)2] <C e[dt,.+;/¢(l—a)+2(1-a)]loge + Cete .
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e

Remarque 2.14 Des calculs analogues nous permettent aussi d’estimer di-
rectement X; — M,.
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3 Cas non linéaire

On suppcese maintenant que les fonctions b et k sont non linéaires.
On considére le systeme décrit par les équations
Xiy1 = Xe+b(Xp) At+ o vVAt wiyy, Xo=¢

y = h(Xy)t o=

(17)
VAL

(H2’) £ est une v.a. de loi de probabilité pe telle que:
p€C!, /I&I'pg(x)da: <ooVr>0.
Po

Pour des raisons liées & ’application d’une méthode de changement de pro-
babilités, pour obtenir les estimations de I’erreur quadratique moyenne, il sera
plus commode de considérer notre observation sous la forme suivante:

€

g1 = h(XL) + \/-E Uk41 (18)

ol {vx} est un bruit blanc gaussien standard indépendant de {wx}.

Formellement, I’observation i, contient la méme information que Pobser-
vation yy.

On suppose que Y* est la tribu des observations jusqu’a instant #;:

Yk = 0'(?71,372,"',!71:) )
ie Yk=yYk1,
On veut étudier la “qualité” de 'approximation

Mk.“ = M + b(l"[k) At + 5(37;;.,.1 - h(Mk)) , My=mg, (19)

correspondante & une étape de prédiction: X = E[X|Y*]. Le gain 8 sera donné
par une expression & préciser par la suite.

Des résultats qu’on obtiendra sur ’erreur de prédiction X — Mj on déduira
immediatement les résultats équivalents sur 'erreur de filtrage, puisque, voir le
paragraphe 3.1.3, on a que

[Xeor = Xl S et
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ot Xi-1 = E[Xx_1|V*¥).

Pour la construction du filtre approché on va s’inspirer de I’étude du cas
linéaire et ainsi choisir une approximation du gain. L’estimation de X; — M;
sera obtenue & partir de ’étude d’une série récurrente. En revanche, pour estimer
X, — My, on introduira d’abord deux changements de probabilités et on obtien-
dra une expression asymptotique pour X; — M, qui fait intervenir les dérivées
de X par rapport a la condition initiale. Sur cette expression, on conditionnera
les différents termes par rapport a la tribu Y* des observations et on procedera
a des estimations. Selon la valeur de a, les changements de probabilités choisis
seront différents et on aboutira, evidlemment, & des expressions asymptotiques
différentes pour X — M;. Dans une premiére section on étudie le cas o > 1
(section 3.1) et en suite le cas a = 1 (section 3.2). Le cas & < 1 offrant certaines
difficultés dans Papplication de cette méthode de démonstration, on se limitera
a faire une remarque proposant un filtre approché “performant”.

Hypothéses: En plus des hypothéses (H1) et (H2’) on suppose que:
(H3’) h est une fonction C? i dérivées bornées et ||oh!|| > ah/(z) 2 ¢, >0, Vz.

(H4) b est une fonction C? & dérivées bornées, |b'(z)| < ||¥]| , Vz.
(H3) At=¢", a2 1.

Remarque 3.1 La remarque 2.1 reste valable dans le cas non linéaire, c’est
a dire, pour des raisons identiques, la condition “ch/(z) > 0, Vz” peut &tre
remplacée sans aucune difficulté par “oh’(z) # 0, Vz”. Ce qui est nécéssaire
est que la fonction A soit supposée injective.

31 Lecasa>1
On considére d’abord le cas ot At = &%, avec a > 1.
On propose un filtre approché unidimensionnel et, pour ce filtre, on estime
Xp — My et Xp — M;.
Le filtre approché

. . = At . .
En analogie avec le cas linéaire, on prendra § = o - dans le schéma (19), i.e.

At
Mip1 = My + (M) At + U-E—‘ (Tr4r — (M), Mo=my. (20)
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3.1.1 Estimation de X — M;

On obtient facilement le résultat suivant, lequel généralise le résultat dans le
cas linéaire:

Proposition 3.2 Le filtre approché M, étant donné par (20), on a lestimation
s
E[(Xx - M) < C exp{—c:*} +Ce. (21)

Preuve

On peut utiliser les développements de Taylor des fonctions b et A :
b(Xx) = b(My) + b/ ((& )Xk — My)
et

h(Xk) = h(My) + 1/ (6F)( X — M),
pour obtenir ’égalité
, At 1 eX re X
Xegi =My = [1- 0';_"" (& )+ 0(Cc ) At] ( Xk — My) (22)
+o \/E(wk.,.l - vk+l) .

D’apreés les hypotheses (H3), (H4) et (H5) et, vu que, d’aprés (H1) et (H2’),
Xir — My et wiyy — vr4q sont indépendants, on a, pour € “assez petit” (¢ <
(oh)3le-),

At
E[(Xre1 — Mis1)?] < (1 = cn —+ NI A2E[( X — M)} +20% At .

Soit Al
AL1-q — o — + b1l AL, B£245%At.

Avec ces notations,

E[(Xie1 — Min1)’] < (1= AP E[(Xo — Mo)*) + sz:(l - Ay

< (1= AFE[(Xo - Mo)?] + 5 , (23)

puisque 1 — 4 < 1.
Mais
At At
c—<ALC(—)
€ €
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donc
-'g- = 0(6)

et (23) devient:

t
E[(Xe1 = Min)?] S C exp{—c =2} + Ce
ou, plus précisement,

E[(Xe - M)} <SC(1-Af+Ce. (24)

3.1.2 Estimation de X; — M,
On montre le théoréme suivant:
Théoréme 3.3 Le schéma (20) vérifie:
Xe— My = 0(e*"Y? v )

ain sens ou

E[| X, — Mi]) < C'exp{-—c%} 4+C(e*M2ve).

Preuve

Elle sera divisée en plusieurs parties, utilisant des changements de proba-
bilités, une version discréete du Théoréme de Girsanov et la dérivation par rap-
port a la condition initiale.

Changement de probabilités.
On introduira deux changements de probabilités (étapes (a) et (b)).

(a) Le 1%" changement de probabilités affectera la loi de v.
On considére la probabilité P définie par:
dP

-1
— =Lk ,

dP|;,

avec

k k
L7t = exp{ Z:[-—-\/;E h(Xi_1))vi — ’;‘E[“

i=1 =1

Bk
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On utilise ’équation de 'observation

VAL VAL

k= [—-—;—— h(Xk-1)] ,

ot X;_; est Fr_1— mesurable.
On obtient:

k k
Ly = exp{ % 5" h(Xi1) 3 ~ -;-Z (X)) .

=1 =1

D’apres la version discréte du Théoréme de Girsanov (voir annexe A),

FRPET TN

At
" 7 sont des Fj-

bruits blancs gaussiens indépendants. { P est équivalent & P dans
chaque F;.)

sous P (probabilité de référence), w; et

(b) Le 2'*™¢ changement de probabilité va affecter la lo; de w.

On définit la nouvelle probabilité P par:

-(-1-’; = A;l s
dP|s,

avec

k
A = exp z—‘@ (h(Xicn) = B(Mi)]

k
_.;. ZI@ [A(Xi-.) — R(M;y)} %}

=1

Soit {wy} le processus défini par

Wy = wg — —-@ [h(Xk_l) - h(Mk_l)] .

o Xy_; — My_; est Fi_;—mesurable.
Alors

k
Av = exp{ —@Z[h(-’(;q)—h(%-x)]ﬂ

i=1

k
_;‘% S [(Xior) — R(Mi_))P}

= =1
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D’apreés la version discréte du Théoréme de Girsanov,

- V At . . . r'd
Sous P, 1 et Jx sont des bruits blancs gaussiens indépendants

et X} vérifie 'équation:
At
Xipr =0 — [A(Xy) = R(Mp)] + Xk + b(Xk) At + o VAL W41 . (25)

La densité de P par rapport & P est LAy donc:

Vv.a. 1 P-intégrable et Fi-mesurable,

E[¢ LAk |V

.
Ew) !Y ]" E[Lk Alek] *
Soit
S £ log (LkAy) .
Puisque
W = ;—l-—m (Xi = M;) - ?‘—l-——\/z-t- (Xie1 — M)
_@ [B(Xio1) — B(Mi_1)] + —‘/s-‘—_f (5 — A(Xi-1)]
k
5 = __01_5 D [h(Xio1) = A(Mic)J{(X: = Mi) = (Xiea — Mina))]

+— g[h(x.-_,) = h(Mi_1)][B(Xiz1) — b(M;_1)]
k k
F Y (M) 5 - oo SR (Micy) (26)

i=1 =1

Remarquons que les 3™ et 4:¥™¢ termes du second membre de cette expres-
sion sont Y*~adaptés et disparaitront donc dans la normalisation.

Dérivation par rapport a la condition initiale.

On considére les variables qui inerviennent dans nos calculs comme des
fonctions de X; (condition initiale) et, des processus {uy} et {Fi}.
On note ¥ = (X, W, 2.
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On a que X est différentiable par rapport a X,.
On veut dériver les expressions (25) et (26). Définissons alors les processus

e
|=

Zy,

"
18§
&
I
>

an

et fixons k.

La dérivée de X par rapport a X, est donnée récursivement par ’expression
(27).

Lemme 3.4 Pourn > k, Z,; vérifie

n-1 A

Z = o — [ / -1
k ,Inlk(l +o—h (X;) + AtV (X;)) @)
Ze = 1.

Preuve
De (25) vient que:

t
Xip =0 96- [h(X:) — h(M;)] + X; + b(X;) At + oVBE iy

donc, en dérivant par rapport a la condition initiale X, on obtient:

Zer = (1" e 22H(X) 4 ALH(X) 7.

Par récurrence, on déduit I'expression de Z;iym:

f$+m=1 A
Ziipm = H l+0— h’(,\ )+ AtV (X;)) .

j=i

Pour n > k,
Zuo= T+ a-A- K(X:) + AtH(X;) .
i=k
u
On a la majoration suivante:
At A —(n=k)
Znk S(l+c;;—5-—”b”At) (28)
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i.e. :
Tk < cexp{-—c-fg—k-} . .
D’autre part, en dérivant (26) par rapport & Xj, on obtient I'expression: ‘
2 log (Lits) = L i(X' — M) K(Xio1) Zica | {
8X0 g€ ' ' ' - . §
1 K o
+— Y (Xic1 = Misa) K(Xim1) Zicy o

i=1

—ﬁ _zkj[h(x.-_l) — W(Mio))[Z; = Ziey = ALV (Xiy) Zima]

At ,
toe DI6(Xim) = H(Mi)] B (Xim1) Zica -
=

Expression asymptotique pour X — M,.

L’égalité précédente nous permettra d’écrire une expression asymptotique pour

Xy - M,.

On obtient, tout d’abord, I'égalité

1
- (Xk = M) R (X, 1) 2y
1 k
= — ;(Xi-x = Mioy)[R(Xoc1) Zicy = B(Xiz2) Ziza

At & 'y
- ;[h(X,_l) = h(M,_1)) K (Xio1) Ziey

At K , d
+.(;’—E g[b(X;_l) - b(A’[,_l)] h (X,_l) Z{..] - -55(_;108 (Lkl\k) y

A
avec Z_,=0.

On utilise les développement de Taylor de 2" et 1" ordre, respectivement, de
hetb:

h(Mio1) = M(Xish) = B(Xio)(Micy = Xica) + %h”(fi{x)(Mi—l = Xi1)?
b(Ximt) = 6(Mict) = V(¢E)(Xims = Mica).

30




On obtient Pégalité:

Xy — M,
! At &
= Xk- Z;(X - '-1)[h,(Xl—l) Zk—l i-1 g“"' h’(-Xt-l) Zk-— 1,4-1
—h(Xi—2) Zk-1i-2)
At & X s ar
i) Kot = M) V() K (Xi) Zioric
o Al k
25 h' ch—l) 2_; i-1— z-— 2 h,(Xs—l) h"(en—l) Zk—l,i—l
o€ ad
}l (Xk 1) aXO lOg (Lchk) Zk-l 0 - (29)
Mais
e pour ¢ > 2,
At
R'(Xio1) Zkorjmr — f_ R(Xic1)? Ziorjor — W (Xis2) Zrerizz

= K Xio2)(Xich = Xic2) Zkcrjica + = h'"(f,_l)(xa-x - Xiz2)’ 2y 1,i-2

~ T2 () + 5 K (Ko (R )ik = Xica)?

+h (Xiz2) '(Xiz2)(Xic1 ~ Xiz2) } Zko1iz

HALK(X,) B (Xi) (1 - Z2E R () - T25

puisque

h’(Xt—l) hI(X|—2)] Zk—l =2

K(Xio1) = K(Xia) = R"(Xiz2)(Xioa - Xi2) + %hm(gi—l)(xi—l — X;.)?

et

K(Xio)[R'(Xio1) = R (Xiz2)) i

= WAEE) (Koo K KOO = X i

4 WER) (Xia — Xica)?). %

l Soit }3
i 612 MK Xooa) ¥ (Xi)( - T2 (X)) - TRE W (Xt K (Xice) .
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On a la majoration

2
il <C(5A——t—VAt) Vi>2.

\
¢ Pouri =1,

At
W(Xi-1) Zkotics ~ ﬁ‘-—— R (Xio1) Zkorict — B(Xizz) Zreriza

(1 -a éﬁ h'(Xo)) h'(Xo) Zk_1 0

= ¢1 Zk—l,o

ou At
$ £ K (Xo)(1 ~ 0 = h’(Xo)) :

L’égalité (29) devient:

X — M,
- Xk 1) Z Xict = Mict)(Xics = Xic) B'(Xiz2) Ziniez
=1/ {=2
1 x , .
TR X 2 (Xt = Mi1)(Xicy = Xica)® B(€54) Zimrica
=1/ i=2
oAt &

Ty 2 (Kes = M) (6D + 3 W (Xic) (G Kics = Xica)
+h'(Xio2) K" (Xi2)(Xicy — Xiz2) } Zkrjiza

¢
h’(Xk_ 2(’(’-1 =~ M)l 1+aAt/e W(Xisg) + AtV (Xi_;)
+AL(¢E,) K(Xizt)) Zi-rima
1 , gt , ,
NI I)( = Mo) K'(Xo)(1 — — K(Xo) + AtV () Zk-10
o At
e Yo~ Mo)* K(Xo) () Zi-vo
oDt k )
PR 2 it = Mo W (it K(650) Zieri
=1] i=2
]
(;:- 1) 9%, log (LikA) Zi-10 - (30)

On remarque que:

&
' ' <C(—=- Vi>2.
o e R(Xes) ¥ TR T AV H(Xi) (5 Cuny s, vi
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On cherche maintenant des majorations dans L' pour les différents termes
de droite dans (30), a I’exception du dernier.

Voyons d’abord que:
Bll(Xic1 ~ Mioa)(Xicy — Xiz)[] < C VAL (E[(Xioy — Mi)P))2
Puisque, voir (24),
E[|Xiei = Mia[] S C[(1 - A/ +C Ve,

oll

At

1-42( — o — + |I¥]| At)?

et, en outre, d’apres (28),

= ageh,

2 S(1+cpn—
€

on a que:

o le 1' terme est majoré (dans L!) par:

48
C \/Eexp{—-c?}“} +Ce, pour At = €%,
Cette estimation est justifiée dans ’annexe B.

¢ le 2™ terme est majoré (dans L!) par:
k
CALY[(1—en— + W[ A" + C VI + e — — [I¥]| At)~*-*+)
i=2

At , =, At .
< CAt(l+a - 6] At)* ST[1 — (ca — - o'l 62)%)}
=1

Al At ,
+C At e Y (1+ch —- o' At)~
=1

< CAL(+ao %f — W) Ak = 1)

At
(14 ¢n

+C At e EAt
1—-(14ch - 6]} At)~

= |1¥]] At)~

t
< Ceexp{—c?k} +C 7,
puisque

E[|Xiz1 = Xica|(Xiz1 = Mi1)’] € CAL(E[(Xicy — My )DY2 .
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o le 3™ terme est majoré (dans L!) par:
t
Ce* 2 exp{—c f—} +Ce™,

‘ puisqu’il s’agit de la some d’un terme du méme type du 1'*" terme ici
étudié avec un terme du méme type du 2™°, multipliés par un facteur

d’ordre éﬁ
€

; e le 4™ terme est majoré (dans L!) par:

At At
CPZ[ 1—6h--+llb'HAt' 1+C\/-](1+Ch"“‘_”b'“At) ~(k=)
=2

< Cleve™)exp{-c —i—'—l} 4 C (e*? v £212)

e le 5™¢ et 6™ termes sont majorés (dans L!) par:

C(l+c -Lﬁ — 18] At)~*-1 < C’exp{-——c-t-'ie:-l-

e le 7™ terme est majoré (dans L!) par:
C— LAQ —en— +IIF1] AYD + Ce}(1 + en— = |IBl] At~
1=2
< Cexpf-c2}+Ce

donc on établit I’estimation

o€ 9 5 ac1)2
X — My + ——— W (Xee (X)) 9%, ——log (LkAy) Zk_10 = O(e Ve), (31)
au sens ol
E(| Xy~ Myt 4 log(LLAk Zy-10l] <Cexp{—c }+C( a=1/2ye) .

W (Xk-1) 0X
Vu que k' est borné: supérieurement et inférieurement, on peut écrire que

B (Xk-1)
h'(My-1)

o€ 17,

W= M0+ 500, 9%

——log (LkAs) Zr_1p0 = O(e* V2 ve).
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On utilise la décomposition

R (Xk-1)

) W (Xe_1)
O LAY (WO TP A

ol le 2" terme est un produit de deux facteurs d’ordre O(y/€) dans L? (cf.

proposition 3.2) et, par conséquent, d’ordre O(e) dans L.

Prenons ’espérance conditionnelle par rapport a Y*.
On va montrer que:

0
E[m 10g (LkAk) Zk_l,olyk] = O(l)

et alorson a
Xi - My =0@E*?ve),
au sens ou

E[l%e — Mil] < cexp{-c-t;’i} +C (2 ve) .

On utilise le lemme 3.5 pour prouver ce résultat.

Lemme 3.5 Or a l’estimation

3} _
E[-a—z lOg(LkAk)Zk_l,olyk] =0(1),

au sens ou

P .
E[——,- log(LkAk)Zk_l.olyk] < C.
dXo

Preuve
On rappelle d’abord que:

d
SigeCletget —% sont des fonctions intégrables par rapport a la
mesure de Lebesgue, alors

99
/ 2z =0. (33)

En particulier,
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soit ¥ une v.a. différentiable par rapport & X, telle que: i

.mw+wf%&n+| ax <o (34)

soit
g((D) = pO(m) 11)(3’ {ﬂ)k}, {yk}) ’

ol Y(z, {:}, {Tk}) est une fonction différentiable par rapport a z,
alors

=00 P ooy
E[m + 1 E(Xo)lw, gl=0. (35)

On applique la formule de changement de probabilité,

.0 _
E[-é)—{(; lOg (LkAk) Zk-l.o LkAkIYk]

E[ai log (LkAx) Zi-10lY*] = E[LiA|YH)
[ 3, (L+A8) Zisol V]
E[Lkl\klyk]
Soit
B £ Bl (Lahs) Zucsol 7).
Puisque

ad
aXO(LkAka-xo) OX ——(LikAx) Zi- 10+(LkAk)'5‘X—OZk—10

on a que
. 0 _
b = E[""""(LkAka—l o)IY*] — E[(LkAs) 'a'/\T(;Zk—l,OlYk] :

Etant donné que (LxAy) Zr-10 vérifie la condition d’intégrabilité (34) on
applique (35) pour obtenir:

- 0 o - ! _
E[ e (LeAr Zi-10)|Y*] = — E[(LiAk) Zi-10 BQ(Xo)IY"]
9Xo Do

et alors

& = —-E[ (XO)(LkAk) Zy10|7¥] - [(LkAk)"""" Zi-10l7¥).
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On a donc

) _
E[a—}?; lOg (LkAk) Zk_l,olyk]

E(LaA) B30 Zucsal] BN g Zaaal )

E[LkAle"] - E[LiAy|7¥]

- -E[—(Xo) Zu-10l7*] — E[-—-Zk— ol¥*]-

Puisqu’on avait supposé que

/ IE2 (2)[" po(z) dz < o0 , po € C? (36)

et, de (28), on a la majoration

Ziyo < (1+cp é_t — ||b]] At)=¢-D

t
< Cexp{—c— "61

o ; bk .

il vient que le 1%’ terme est d’ordre Cexp{—c—=-}. Alors, il nous suffit de
€

démontrer que

[-5-3’-(-zk_1 ol = 001). (37)

Or, de (27), on peut obtenir la dérivée partielle de Z,o par rapport & Xo:

8 o 1 ’ 1/ At !
3 2o Z:(a E ) )+ DtE(X))(L+ 0 — R(X:) + AtE(X:) ™
i=0
n-1 At
H(l+a—~h'(X)+Atb’(X )?
=t
et
7]
mzoo = 0
donc
d " 7 At / -1 At / i
I'é')?o'znol (-—-lloh I+ [ HAt)(1+ch——HbHAt) Z(1+Ch“‘—llb|lAt)

i=1
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At -
At At (1 +en— —|]o]| At)~?
< C—e-—(1+ch?—||b’|lAt}"l >

t
L= (1+ e = - [IB]] 80)"
< C,

ce qui prouve (37) et termine la démonstration du lemme.

Remarque 3.6 On peut démontrer un lemme plus général que celui-14, lequel
peut étre énoncé de la facon suivante:

Lemme 3.7 Soit {F}, un processus adapté (dépendant de €), différentiable par
rapport a Xo (Vk =0,1,---,K).
oF .
St les moments de {-é-)T} sont finis et si Fy = O(e?), alors, pour un certain
0k

q20,

oF;

5} - _
E[F, X, log (LiAx) Zi-10Y*) = —E[m Zk-10l7¥] + O(e) . (38)

3.1.3 Estimation de 'erreur de filtrage

Enfin, pour obtenir une estimation de I’erreur commise dans une étape de
filtrage, il nous suffit de remarquer qu’une approximation du filtre optimal
Xik-1 = E[X;_1]V*] est donnée par le schéma (20), étant donné que

Xe— Xt = E[XiPH = E[X,_,|7¥]
= E[(8(Xi-1) At + oV AL wy)|V¥]
= AtE[b(X,_,)|¥*],
ie.

| X1 — Xi| < cAt. (39)

Corollaire 3.8 Le schéma (20) vérifie:

EllX, - My]] < Cexp{-—c-tf} +C(e My e
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Remarque 3.9 Dans le cas h linéaire, on voit immediatement qu’il ne reste plus
que les 4™¢, 5™ et 8™¢ termes dans ’expression (30), tous les autres disparaissent

et, dans le lemme 3.5 au lieu de O(1) on a O(¢). On obtient ainsi que, si & est
linéaire,
Xk = My = 0(e> 2 v /%),
ie. :
E[|Xi — Mi|] < Cexp{—c ?"} +C (Vv ),

3.2 Lecasa=1

On considére maintenant le cas ol le parimetre At vaut ¢, i.e. a = 1 dans
I’hypothése (HS).

Le systéme considéré est donc décrit par les équations:

{ (i1 = Xe+b(Xi)e+ovewey, Xo=¢ )
Geer = h(Xi) + VEvrg .

En plus des hypotheéses énoncées en début de cette section dediée au cas non
linéaire, on suppose que:

(H6) [|oh’]] < 2¢h .

Remarque 3.10 Une telle restriction signifie que notre étude n’est valable que
si la fonction h “n’est pas trop éloignée” d’une fonction linéaire.

Remarque 3.11 En fait on peut considérer une hypothése légerement moins
restrictive, mais moins intuitive quand a l’interprétation. Il suffit, dans le lemme
3.13, d’avoir le soin de chercher une minoration du gain un peu plus fine.

Le filtre approché

On aimerait pouvoir construire un filtre approchée unidimensionnel, pour ce
probleme. Cependant cette tache se révele délicate, ce qui nous rameéne a la
recherche d’un filtre du genre du filtre de Kalman étendu.

On considere le filtre bidimensionnel suivant:

Mk+l = M; + b(Mk)€ + 01.- (!7k+1 - h(Mk)) ’ My =m, ' (41)
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t -
e g, = B (Mi)[B-1 + 0 1 (Mi-1)]
K2 (M) 01 + 02 b (My_1)) + &' (My—y)

avec mg quelconque et 8 tel que 06y > 0.

60 = 00 ) (42)

Pour b et h linéaires, ce filtre correspond & prendre le filtre de Kalman -
Bucy et négliger les termes en b At dans I’expression du gain.

On cherche d’abord a estimer Xy — M et ensuite Xk — M. Les méthodes
utilisées pour obtenir ces estimations sont essentiellement les mémes que dans
la section précédente. La méme considération sur Perreur de filtrage qui a été
faite dans le cas précédent est vraie, i.e., avec les notations du paragraphe 3.1.3,
on s'interesse d’abord 3 Pestimation de X — M et puis on utilise le fait que

| X1 = Xi| S ce

pour déduire le résultat recherché, I’estimation de ’erreur de filtrage.

3.2.1 Estimation de X — M,
On établit la proposition suivante:

Proposition 3.12 On a l'estimation
t
E[(Xy - M)} < Cexp{—c-si} +Ce.

Pour démontrer cette proposition on fera appel a un lemme (lemme 3.13)
qu’on présentera par la suite.

Preuve

Etant données les hypothéses de régularité sur les fonctions & et b, on peut écrire
leurs développements de Taylor du 1°" ordre:

h(Xe) = R(My) = K (EFX) (X — M)
et ]
b(Xx) = b(Mi) = §/(¢F)(Xi = M)
On obtient alors P'expression récursive:
Xiwt = Migr = (Xe — Mi) + [b(Xe) — B(Mi)) € — Ou[R(Xi) — h(Mi)]
+Ve (0 w1 — O vrg1)
[1 =0 h'(&F) + B(¢T ) e J(X — M)
+Ve (o weps — O vgg) -
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D’apres le lemme 3.13 ci-dessous, pour &y “assez petit”, on a
Ve<eo, |l =0 b (& )+ ¥ ((E)el<1-A<1.
D’autre part, puisque (f;)x est une suite bornée, on a la majoration
E[(owks1 = Ok vie1)?) = 0® + E[0}] + 20 E[fk wis vr41) S C

et

E{(0wrsr = O via) [(Xe = Mi) + [H(Xk) = B(Mi)] € = BulR(X) — (M )]} = 0

donc

E[(Xk41 — Misr)?] (1- AE(Xix — Mi)’) 4+ Ce

(1= APFIE[(X, — Mo) +C =,

IAN A

d’ou la proposition.

Il nous reste a établir le lemme
Lemme 3.13 Il existe €9 > 0 tel que, pour un certain A > 0,

Ve<eo, 1= b (EX)+0(¢K)e] <1 - A.

Preuve
On utilise le fait que 0;_,/0 > 0 et I'hypothése (H3’). De (42) il vient que

ah’(;\{k)[ﬁk,l/a -+ o? h'(Mk_,)]

o W2 (M) [Ok_1/o + 02 B (My_1)] + 0 k' (My—1)
1 1

g h'( 11[[;) Cp

Q|

et alors on a que

O S a? M (M) K (Mi_y)
o a2 R M )1 /(o W(My_1)) + o K(Mi_y)] + o A/ (Mi-1)
%
2lok|? + lloh/II*

On obtient les bornes inférieure et supérieure suivantes, pour x h'(£F) :

A
2lok|? + lleh|i*

d’olt on déduit que:

i oreexy o Holl
<0kh(fk)<_‘—"ch )
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4 4
Ch 1 Ch
e pour A; < ets<e = - A),
Pour A1 < FIHIF + ToRE - © < = ol ZTohIP + oW
on a la majoration
4
— O R(EX) + (X - Ch Blle <1— A,
1 k (5k)+ (C’C )€<1 2”0,’2,”2_*_“0,121”4 +” ”E__ 1
c ¢ — A2 Ck . .
e pour A; < — et € < &g = —————, on a la minoration
ch c 1Y)

1— B B(EE) + () e

Il suffit de considérer

hl
oy Lot
Ch

—I¥lle> Az ~1>—1.

A =min (A, Az) et €0 = min(ey,€;).

3.2.2 Estimation de X, — M,

Le théoreme suivant nous donne une estimation sur I’erreur de prédiction X —

M.

Théoréeme 3.14 On a lestimation

E[|X: — My]] < C'exp{——c%} +Ce.

Preuve

La méthode suivie pour démontrer ce théoréme est essentiellement la méme

que dans le cas précédent.

Changement de probabilités

(a) On considere la probabilité P précédemment définie, avec At = e.

(b) On considére la nouvelle probabilité P définie par:

.(!_1: =A;1,

dP|y,
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ce
P SRR

1 avec

, A;c-l = exp{ \/— 2 0 [h(X:—l) h(Mx-l)] w;
| B

7 3 g o) = MM
; Soit 5

| e = wp = g (A(Xe1) = B(M-a)].

; Alors

* o 1 _
. Ar = exp{- ~ X_: 7 [A(Xi1) — h(Miy)] W

[A(Xio1) = A(Mi-1) } -

w1
-Ma-
..»I,..

. i=1 Vi1

N 1 . . Y
Sous P, wy et 7 g, sont des bruits blancs gaussiens indépendants et X

vérifie maintenant 1’équation
2
Xisr = ZT (R(X:) — A(Mi)] + X + b(Xi) e+ oVEDrpr . (43)

Désignant toujours par S le logarithme de Ly Ay, puisque

& = fﬁ(x M) — \/_(x',_, M) - ‘/_[b(X,_) B(M;_,)]
‘/-0,_] — [A(Xiz1) = R(M;4)] + \/-[y; h(Xi-1)],

on a

Z{— i) = BT )X = M) = (Xeca = M)
=1 Vi-

k
+ 2—: ._1_ Xio1) = h(Mi21))[6(Xiz1) — B(Miy)]

:15‘1

ml»—-

k
1 S X+ K (Xi) RO

x—l =

+§€Z,,2 (B(Xe) = Mot + 2 37 A1) 5 — BOM)] - (89

i=1 z..l

Le dernier terme dans cette égalité est Y*-adapté et disparaitra donc dans la
normalisation.
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Dérivation par rapport & la condition initiale.

Avec les mémes notations utilisées précédemment on obtient,
e en dérivant I’expression (43),
02 1f v 17 %
Zipn=(1+ 7 R(X;) + b(Xi)e) Z;,
1)

2
ou %— K'(X,) > ci (voir la preuve du lemme 3.13). On a donc la majoration

Zai S (14 & — ||| )R,

¢ en dérivant 'expression {44),

] 11
ax lOg(LLAk) = E;b‘__; —1‘1) ( ,_1)Z, 1
1 &1
TE,;??: - 1"1‘11 1)h()is-1)
"1"2"'—"[1) -1 A/[t- )h Zt—l

--Z[h(/\’, ) = h M,_,)]{ {Z, = Zi = V(X)) € Zi4]

£ 1=}
o? - 02

—-———_-—2—-3:l Il,(J\’,_l) Zi—l } .
0:—1
Expression asymptotique pour X; — M.
On obtient 'expression suivante:
X — M,
0):-1 * hl(X:—2)
= v I 1—=1 — ¥, } t— - 1— t-1,-1 = = Zp-1,i-
/l’(Xk_l)g(X 1— M 1){ ¥ ( 1)[ b, h(X 1)]Zk 1,i-1 0, k-1, 2}
Ox-1 : 2 X
- -M o h(E I; i e
+2h’(X; 1)z:(/\wx A1) (&L R (Xich) Zieria
0 (X
k 1 €Z(X_ - '_ bl((/\ ) (0_ 1) Zk—l.i—l
—-1 i=1 i—-1
0);_1 17
—hl(Xk_ ) aX log(LLAL) Zk 1,0 -
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Mais
® pour ¢ > 2,

il K(Xe.
M)l = Ko B - 2

= h(Xi.) ['g-—l =K (X)) ¥ (Xis2) € Ze_riog + i Zaey i-2,
oll R(X
1 & KXo (= WK g W ()] - X

-2
Etant donné que 0; vérifie

o? "(Mi-2
h'(M;_y) I"j =K (M) 1 + 7 W(Mi-a)] - h (91:{2 oL

et, en utilisant les développements de Taylor jusqu’a l'ordre 2 de la fonction R,
on a

; - { 1 0’2 hl( ) [h( )+ h’ M ]
o= 0_1'»-1 + 9{-19{_2 i-1 ( i-1)

2
= P Moo [B(Xios) + K (M) (R, ) (Xt — M)

1 2 _
g ) 05 2 G -

® pour i = 1 on a tout simplement

b1 2 K(X) [g; ~ K(Xo)].

L’expression de X, — M, devient:

Xk - M, ‘
’(Xk E(X~ =~ Mig) (X2 = Mip) {
- t"3 g
(g + = F M) = W) S W) 2o

8 0,0, - Vi, i=2) Th-li- :g

Ok_ k 2 :;;E\
h/ Xk- Z_;(X— 1‘4:-1) )éé
T H(Xeeg) = W(Xoa) + MM+ 2 R0 1} 4

.{0{-1 F o M (Xim) = (X)) + KMy )| 5 KMy |
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ek 1 : n
Zh'( Xk-1) ; Mizt)* B (EX,) B (Xic) Zh-rima
! f K (Xi) b~ K (X)) (Xima) Zions
h XL 1 P ‘—1 i—1 0—'.—1 i-1 i-2) Lk—1,i-2
O X h(X_ )
— Z e
h Xklez_; -1 = Mic) V(G2 —— . Ck-ti-t

y 1 ' ”? _af_ nerX
+m (X1 — My)(Xo — Mo) {— 7 91 =— h'(My) — h*(X,) 7 YR(ES ) Zk-10

1 .
oo —_—— I‘I bl X - h’ ~
+hl(Xk_1)()\o Mo) {7 = H'(Xo) +¢ (Co)go} (Xo) Zk-100
- 011 . a log (LiAy) Z "
hl(Xk—l) aXO E\Lki) Lk-1,0 -

Comme dans le cas précédent on cherche des majorations dans L! pour les
différents termes a droite dans cette expression, a I’exception du dernier.

On a la majoration (voir le lemme 3.13 et la proposition 3.12)

IA

<

E[[( X1 = Mio1)(Xio2 = Mi2)l]

E[|1 = 0 B'(E5) + 6(¢E) e | (Xima — Mis2)?)

VB E| 0 wint = Bz i3] | Xooz — Mizal]

(1= A) E[(Xi-2 = Mi2)’] + C VE (E[(Xizz — Mi2)?])'/?

< (1= A" E[(Xo — Mo)') + C vE (1= A (E[(Xo - Mo)'])'/? + Ce,

ou la constante A dans le lemme 3.13 peut étre choisie telle que 1 — A >
(14— |Ibf] )2,
On a alors que:

le 1" terme est majoré (dans L!) par:

c {c AV 4 Ced CVe(l= A2} (1 + ¢} ~ ||b]] &)=+
h
1=3

< Cexp{—ct—:-} +Ce

¢ lec 2™ terme est majoré (dans L') par:

k
C Y l(1—APED +Ce)(1+c —[Wlle)**D < Cexp {-ct:" }+Ce
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o le 3™ terme est majoré (dans L!) par:
C 31— APV 4 Cel(1+ 6 - [B]]e)0) < Cexp et} O
i=1
¢ le 4™ terme est majoré (dans L') par:
0 T M(1- A4 VE| 1+ {[F]1e) 4~ < Ceexp{~c  }ce
i=2
¢ le 5™ terme est majoré (dans L') par:

Ce:e>cp{—c-t-'—°€:-l-}+C’e3/2

o les 6™¢ et 7™ termes, réprésentant la contribuition de ’erreur a I'instant
initial, sont majorés (dans L') par:

tg-
C(1+c=|t]]e)~*M < Cexp{—c—k?l- .

Finalement, on a que

0-;;..1 ad treos
g -_ < —C ————— .
E[| X — My + hl(Xk_1)53X0 log (LiAk) Zk-10]]) < Cexp{—c . } +Ce

Comme dans la preuve du théoreme 3.3, prenons ’espérance conditionnelle par
rapport a Y* dans I'expression de X — Mj.

Le lemme qui suit compléete la démonstration.

Lemine 3.15 On a l’estimation

0 N
E[-—'—, lOg(LkAk) Zk—-l,o I Yk] = 0(1) .
3Xo

Preuve La preuve de ce lemme suit les mémes pas de celle du cas a > 1. Il
suffit de remarquer que Z,o est donné par

n—1

2
Zoo = JI(1+ Z- H(X) +¥(X) )

=0
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et

o A 1

et sa dérivée par rapoort a Xy est donc

a "o’ n 1 o’ ' / -1

wo=Zno = — ) (7 (X)) + V' (Xi)e)(1+ = F(X;) + ¥(Xi)e)

9Xo =0 0;
n—1 0.2

CTLO+ 5 ROG) + 8 (X))
=i 7
d’ol la majoration:
d = -
ax; Znol S CU A=Wl L1+~ [I¥ll )™ < C.

=1

Remarque 3.16 Dans le cas d’une fonction £ linéaire, on peut vérifier que les
termes dans ’expression (45) disparaissent a ’exception des 4™¢, 5™¢, T™¢ ot 8™¢
termes. On obtient ainsi une estimation d’ordre O(e) au lieu de 'ordre O(1)
dans le lemme 3.15. On conclu alors que, si h est une fonction linéaire, on a

Xk -— 1\’1}; = 0(63/2) ,

E[| X, — M) < C’exp{—c%} +Ce2,

3.2.3 Estimation de I’erreur de filtrage

De méme que dans le paragraphe 3.1.3, on obtient immédiatement une estima-
tion de Perreur de filtrage & partir de P’estimation de P'erreur Xi — M.

Corollaire 3.17 On a l'estimation

A t
El| X — M|} £ C’exp{-cf} +Ce.

3.3 Lecasa<l

Dans le cas ol At = €%, avec a < 1, il est bien connu que les observations
prises dans le passé ne sont pas de grande utilité dans le calcul de |’estimation
courrante. On fait le raisonnement suivant:
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D’aprées ’équation d’observation on a

est un bruit blanc gausssien de variance £2-%, donc il est bien connu que, pour
co > €1-%/2, on a la majoration

. 281-—0/2 1 CO 2
| Pl = h(Xi) | > @0) S ——=exp{ ~3 (=)'}
1

Supposons que la fonction & est inversible et que A~? est continue et & dérivée
bornée.

Prenons
M =127 (w), (46)

i.e. notre filtre approché consiste tout simplement & prendre I'image inverse par
h de I'observation.

Alors
1 Xk — Ml < I(R™)'1 A(X) — wal
donc, pour ¢; > ||(A~1)||€}~/2, on a que
2Ry 1 e
aver 2 ey

En termes d’espérances on a tout simplement que

P(I Xk =Ml >¢;) £

1 2
Isl—a/Z) }

2
~1\7 -1y\7 €
EI(Xe ~ M) < VI BUA(X:) = )] = (AP 55
En un mot, le filtre définit par (46) est déja un filtre “performant”.
Quand au résultat concernant ’estimation de l’erreur par rapport au filtre
optimal, il semble difficile de trouver le bon changement de probabilité qui con-

duit & Pexpression asymptotique pour X — M dont les termes soient facilement
estimés.
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3.4 Récapitulatif

Le tableau suivant nous donne le filtre approché a prendre selon la valeur de o

ainsi que I'estimation sur son efficacité.

filtre upproché estimation de lerreur
E[(Xe — Me)?} | E[1Xe — Mi]]
a<l Mk = h'l(yk) 52_°
My = Moy +b(Me_y)e+ Oc(yr — h(Me-1))
a=1 J. = B (M) [0k—1 + 0h' (Mi-1)) ce ce
£ 7 WMoy + 07h (Me_y)) + B (Me_y)
At a-1/2
a>1| M, = M., +b(M;,_1)At+0'—€-(yk — h(M_y)) ce c(e Ve)
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4 Application numérique

Supposons qu’on veut résoudre le probléme de filtrage suivant:

A chaque instant ¢ € [0,T] on voudrait estimer le processus X, donné par
Péquation différentielle stochastique ci dessous, étant connue ’observation Y,
jusqu’a 'instant ¢

dXt = —X,dt+adw,‘
dY, = (X3+X)dt+edw?,

ol w' et w? sont des processus de Wiener indépendants et X, est une variable
aléatoire gaussienne de loi M (X, po), avec

¢ o=1. ° X0=2.
¢ &=1,0.1,0.01,0.001,0.0001 ¢ po=1.

La résolution numérique de ce probléme peut étre envisagée de deux fagons
distinctes: on peut discrétiser ’équation de Zakai ou utiliser un filtre approché
pour calculer une approximation de la solution. Dans notre cas, on commencera
par discrétiser le systéme continu et ainsi obtenir un systéme discret. Pour ce
systeme discret, on discutera ’application du filtre approché proposé dans la
section 3.1 (bien que ’hypothése (H3’) ne soit pas vérifiée dans ce cas). On
remarque qu’il s’agit d’un filtre de dimension 1, au sens ou on a une seule
expression recursive a évaluer. Cet estimateur nous permettra d’obtenir une
approximation du filtre optimal facile & calculer. Par ailleurs, on avait démon-
tré des résultats asymptotiques garantissant la qualité du filtre (voir la section
3.1). Les pas de discrétisation a considerer varieront selon la valeur de ¢ et on
regardera l'intervalle de temps [0, 1].

Dans la suite on se propose de vérifier numériquement la performance du
filtre approché par rapport a 'estimation donnée par ’équation de Zakai. Le
comportement du filtre par rapport 2 la trajectoire simulée est aussi étudié.

Les 3 figures qui suivent (figure 1, figure 2 et figure 3) représentent I’erreur
quadratique moyenne (eqm), obtenue sur 100 simulations de trajectoires indé-
pendantes. Pour des raisons évidentes on utilise des échelles logarithmiques sur
les deux axes.

On voit immédiatement que, quand ¢ est petit (¢ = 0.1,0.01,-.+), la courbe
logarithmique s’approche d’une droite, i.e.

\/é?n- ~ lo—gamma epcntc .

On peut donc constater que la proposition 3.2 et le théoreme 3.1.2, énoncés
précédemment, sont vérifiés numériquement.
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Figure 1: Perreur quadratique moyenne entre le filtre approché et la trajectoire

simulée, en fonction de e.
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Figure 2: Perreur quadratique moyenne entre le filtre approché et 1’estimation
donnée par I’équation de Zakai, en fonction de ¢.
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Figure 3: P'erreur quadratique moyenne entre P’estimation donnée par I'équation

de Zakali et la trajectoire simulée, en fonction de ¢.
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Dans la figure 4 on représente, pour ¢ = 0.1, ’évolution de I’erreur quadra-
tique moyenne au cours du temps. Le pas de discrétisation utilisé a été At =
0.01.
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Figure 4: Perreur quadratique moyenne entre la trajectoire simulée et les esti-
mations et celles-ci entre elles, au cours du temps.

Le trait le plus épais correspond a I’erreur entre les deux filtres et les deux
autres traits les erreurs de ces mémes filtres par rapport a la trajectoire simulée,
le trait le plus fin étant celui qui correspond & }'errenr relative au filtre optimal.
La ressemblance entre le comportement du filtre approché et du filtre optimal
est évidente.
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Finalement, dans la derniére figure (figure 5), on représente une seule trajec-
toire et le filtre approché, ainsi que I'estimation obtenue par résolution numeéri-
que de I’équation de Zakai.
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Figure 5: ’évolution des filtres approché et optimal sur une trajectoire simulée.

On voit facilement que les filtres (en pointillé sur la figure) évoluent de
maniere semblable et qu’il devient difficile de distinguer les deux.

Pour le calcul de la solution de I’équation de Zakai on a utilisé un pro-
gramme FORTRAN généré a cet effet par le logiciel ZPB, travail en cours de

développement au sein du projet MEFISTO, a PINRIA - centre de Sophia -
Antipolis.
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Dans cette étude asymptotique de qualité des filtres, deux difficultés im--
portantes se présentent, dans la mise en ceuvre des algorithmes. Effectivement,
quand € — 0, la densité conditionnelle solution du probleme de filtrage s’appro-
che d’une gaussienne ayant un pic “trés prononcé”, ce qui nous a obligé a utiliser
un pas de discrétisation en espace trés petit dans l’algorithme de résolution
de Péquation de Zakai. Cette difficulté conduira a la recherche d’algorithmes
plus performants pour la discrétisation de ’équation de Zakai, lorsque le bruit
d’observation est petit.

Les essais numériques ici présentés ont été réalisés sur un mini supercalcu-
lateur vectoriel CONVEX C210. Le temps de calcul nécéssaire et ’espace de
mémoire requise nous ont posé des contraintes pour la résolution numérique du
probléme de filtrage. D’abord, cans la discrétisation du systéeme continu par
rapport au temps, on est obligé de prendre des pas de temps de plus en plus
petits, quand ¢ devient lui aussi petit. Le pas de temps le plus petit considéré
dans cet exemple est de Pordre de 1073, D’autre part, il y a le fait qu’on vient
de citer que le nombre de points nécéssaires dans la discrétisation en espace
de I’équation de Zakai est trés élevé. Dans notre exemple il a été de l'ordre de
2 x 10° pour les valeurs plus petites de e.

Pour la résolution de ce probléme on aurait pu aussi bien utiliser d’autres
filtres approchés, par exemple le filtre de Kalman étendu ou encore le filtre de
Katzur-Picard, une fois discrétisé (cf. [Milheiro]).
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A Version discrete du théoréme de Girsanov

Considérons une filtration (F )i, k € {0,1,--- K}.

Soient:
o {w;} un Fy-bruit blanc gaussien pour la probabilité P.

o {or} un processus Fy_;-mesurable (i.c. prévisible) tel que:

N
S laff <o (P p.s.)

1=0

o {Z:} le processus défini par:

k k
. 1
2 = expf E u, = 5 E lo?), k>
t=1 = =1
Z() = 1.

Alors,

1. {Z;} est une martingale discréte.

Preuve
’ | vpor ZA 5
ElZdF) = ﬁ[/k-n‘./—-ffk_xﬁ
AN

= ZisElesplorun = shorl?}1Fina)
puisque Zy_y est Fi_j-mesurable.
= Zi-y.
prisque {wy} est un bruit blanc gaussien et oy est

F_i-mesurable.

et Z; est Fy intégrable.

On considere la probabilité P définie par:

AP(w) = Zp(w) dP(w) . (47)
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Remarque A.1

Du fait que {Z;} est une martingale, vient que:

dP
dP }1=Zk'

2. (Version discréte du Théoréme de Girsanov)

Pour la probabilité P définie dans (47), le processus {y} défini par:

Wy = Wg — Yk

est un bruit blanc gaussien .

Preuve

On veut démontrer que:

_ 22
FElexp (Aw)| Fi-1) = exp(-—2-—) , YAeR

ie.
Elexp (A, — 2;—2)|.7-',,._1] =1, VielR.
Or, )
\2
) A2 Elexp (Ao — -,)—)Zl\-lfk_l}
Flexp (Awi, — 3—)!.7-';,._1] = E{Zl\'!fk—ll (formule de Bayes)

. A?
Elexp (Awy — Agy — —_,)‘)Zk']:k—-l}

Zgs ’
puisque Z; est une imartingale et d’apres la
remarque ci dessus.

, A 1
= Elexp (hwy = Mg — ) exp (pxwn = 5951 Fi-1]

4

1
= E{exp[(d + or)wr = 50+ 1)) Fier }

1, de méme qu’en 1. .
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B Estimation du premier terme dans I’expres-
sion (30)

Dans le contexte du paragraphe sur I’expession asymptotique de X} — My, dans
la section 3.1.2, soit

k

Se 2 S (Xmt = Mo)(Xicy = Xica) K(Xi2) Zacrame
1=2
( Sk est Fi._; — mesurable )

So 2 0.

Notre but est de majorer E|Sk|.
On établit le résultat suivant:

Lemme B.1 On a ['estimation
, . ,
E(S2,,) < Ceexp{—c—=} +Ce*.
£
Preuve

Notation:
Dans la suite. Py désignera la partie F;_,-mesurable de X — Aly ic.

Peoyv = (Nior = o lamt) + QB Xio1) = b(My-1)]
At
~Z20 X y) =AM

Xe= My = Py +oVAH wr — ) .

Drapres la définition de 5. ¢l dessus. on a que
- v ’ 1" s .
Sker = Sk + (Xp = M Xi = X)) M(Xioy) Zieron -
¢ On commence par estimer le facteur de Z;x-y dans cette expression:

E{(-\’l: - “”k)z('\’k - «\,I:-l)’z i’”z(-\'k-l)]
= Atz E{(.X’k - ;“Ik)z 1)2(.\’;;_1 ) ]Ilrz(.\’k_;)]
+ o ALE[(X = M) w} (Neey) (X))
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+20 AP E[( Xy = Mi)? b(Xi—y) wi A% (Xiz1)]
S CAtE(PL,)+C AL 1+ C E[(Xi — M) + C E[|Peea ]

At
< CAt[(1-ch —+ o'l At)%* + Ce],
puisque
AL A +Ce.
g

¢ On estime le facteur Si (X — Mi)(Xi — Xio1) A'(Xioy)

E(P)) S E(Xi- M) <(1—ch

E[SL (Xk - A’IL)(XL - Xk-l) ]I"(Xk_l)]
= AtE[B(Xp_y) K" (Xi1) Sk (Xi — M)
+oVAL E[b(Xioq) K" (Xi1) Sk (Xi — M) wy]

< CAL(E(SH)HE[(Xi — M)))V? + C At (E(SP))?
< Cz—hé;E(S,f)+CAt [(1 -c,,% +||¥|| A + Ce].

On obtient enfin la majoration:

E(Sk4)

At At
S (o — = BIAYT (1 + o =) B(ST)

At .
+C AL = — + || A)™ + Ce])
At k-1 At At
S CAt(l + Ch—;- _ ”bI”At)-2 Z[(l + C’l—‘_—) —_ Hl)'llAt)-2(l + Ch_e_)]l

1=0

At
AL = =4 [it']|At)** 1) 4 Ce]

2

1=1

< CAL(1 + ch -A;f - I0Jl At)~? [

(14 ciAtfe = ||V} At)? 1+ cpAtfe

At k=1 1+ cp Atfe '
Cet(l+ e — ~ |jt|| At)~? '
+ (14—~ [i¥'ll AL g[(1+ch/_\,t/e_||b'||m)2

Or

Al Al At
(l +Ch—; - HI)I“At)2 - (1 + ¢ _E-) > C-Z— >0
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et

donc

At At
(1+Ch?)"' [1 “"(Ch?'— ||b/”At)2]2 ZCh'Aj‘t‘ >0

t
E(SE,,) < C’eexp{—c;k-} +Cet.
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Filtrage linéaire par morceaux
d’un systéme en temps discret
avec petit bruit d’observation
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FILTRAGE LINEAIRE PAR MORCEAUX D’UN SYSTEME EN
TEMPS DISCRET AVEC PETIT BRUIT D’OBSERVATION

DISCRETE TIME PIECEWISE LINEAR
FILTERING WITH SMALL OBSERVATION NOISE

Résumé

Nous nous intéressons a un probléme de filtrage linéaire par morceaux en temps discret
avec petit bruit d’observation. Nous présentons et comparons plusieurs tests permettant
de déterminer les intervalles de linéarité de la fonction d’observation, notamment dans
le cas ol elle est symétiique. Sur chacun de ces intervalles, nous approchons le filtre
optimal par le filtre de Kalman-Bucy correspondant. Comme dans [10], nous approchons

des processus discrets par des diffusions pour estimer les probabilités d’erreur et les temps
moyens pour prendre une décision.

Abstract

We are interested in a piecewise linear discret time filtering problem with small ob-
servation noise. We presente and compare different tests which enable us to compute the
intervals of linearity of the observation function. spetially when it is symetric. Over such
un interval. we can then approximate the optimal filter by the corresponding Kalman-
Bucy filter. As in [10]. we approximate discret tine processes by diffusions, in order to
estimate de probabilities of error and the expected times for taking a decision.




1 Introduction

On s’intéresse au probléme de filtrage non linéaire suivant:

dX, = b(X,)dt+o(X,)dU, "
dY, = h(X)dt+edV,, Yo=0,

ol {X;,? > 0} est le processus a valeurs dans IR non observé a estimer a
Iinstant 7 au vu des observations jusqu’a l'instant 7 du processus unidimen-
sionnel {Y;, ¢ > 0}, € un parametre “petit” et {U,, t > 0} et {V;, t > 0} sont
des processus de Wiener standards indépendants, a valeurs dans IR.

Il est bien connu que le probléme est de dimension infinie, au sens ou, pour
le résoudre, on a & déterminer la solution d’une équation aux dérivées par-
tielles, par exemple P’équation de Zakai. Si la fonction h est monotone, sous
certaines hypothéses générales de “régularité”, le filtre de Kalman étendu, entre
autres, est une “bonne” approximation du filtre optimal (cf. [Picard], [KBS],
[Bensoussan], {Ji] et [Milheiro]). Le probleme avec h non monotone, sous une
certaine “hypothése de détectabilité” a été traité dans [Fleming-Pardoux].

Dans le cadre du filtrage linéaire par morceaux, on suppose que

o b(z) = B_xlizcoy + Bizlizs0)
o o(r) = 0_1{zc0) + 04 1(z>0)
o h(z) = H_xlgcoy + Hizlii)

St HyH_ > 0, i.e. la fonction h est monotone, pour ¢ = 0, X, peut étre par-
faitement connu et pour € “petit”, le probleme n’oftre pas de grandes difficultés.

Dans le cas HyH_ < 0, i.e. h non monotone. bien que h(X,) puisse étre
estimé de facon précise, il n’est pas immédiat qu’il en soit de méme pour X,. Le
filtre de Kalman étendu est en général inefficace, le probleme étant de déterminer
le signe de {X,,t > 0}. La détermination du signe n’étant possible que dans
le cas ou la variance conditionnelle est petite (1), on introduit I'hypothese de
“détectablité” suivante notée (HD) :

H2o? # H2o? (HD1)
(HD) ou
20 = [136% et By # B_ (HD2).

1Contre-exemple: b = 0, h(z) = |z] .0 = L.
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Sous (HD1). dans [FJP), un filtre approché a été proposé et dans [Roubaud],
il est montré que sous (HD2) un filtre du méme type peut étre utilisé comme
approximation du filtre optimal.

L’idée est de construire un filtre approché A partir de deux filtres de Kalman-
Bucy, associés respectivement aux deux problémes de filtrage linéaire suivants:

{dX, = B.X,dt + o.dU, 2
dY, = H/.X,dt+¢edU,
et
{dXt = B_X,dt+ o_dU, )
dY, = H_Xdt+¢edU,.

On calcule ces deux filtres “en parallele” et on utilise deux tests.

¢ Un premier test permet de détecter des intervalles de temps durant lesquels
la trajectoire de { X}, ne passe pas par 0.

o Un second test permet de décider si X, < 0 ou X; > 0 sur ces intcrvalles,
sous ’hypothese (HD1) ou (HD2).

Sur chaque intervalle de monotonie, nous approchons alors le filtre optimal par
le filtre de Kalman-Bucy correspondant.

Nous considérons 'intervalle de temps fini {0, T}.

Dans ce rapport nous nous intéressons a la résolution numérique du pro-
bleme linéaire par morceaux dans la situation ou la fonction d’observation h
est non monotone. Nous commengons par discrétiser le systéme continu (1) par
un schéma classique de discretisation en temps avec pas At = €. Le processus
{Xtat}x est approximé par {xx }r. {Ukenyar—Ukat}r par {(VAtur i, {(Viesnae—
Viardi par {VAt o} {(A0)7" (Yirenae — Yead) b par {yi}s-

Nous obtenons le modele discret suivant:
Tryr = Tk +eb(ar) + VEo(a) w )
ye = hlag) -+ Veu,

avec les fonctions b. o et h définies comme précédemment. On émet les hypothe-
ses suivantes:

(H1) {ug}r et {vi}x sont des bruits blancs gaussiens standards et indépendants,

(H2) z¢ est une variable aléatoire réelle telle que E(exp {coz3}) < +00, pour
un certain ¢y > 0,
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(H3) H_H+ < 0 et o_04 # 0.

Sans réduire la généralité du probléme, on suppose que h(z) > 0 Vz € IR, i.e.
on suppose que

(H3) H.<0,H, >0eto_o, #0.

Nous adaptons I’étude faite dans le cas continu au cas discret. Notre but est
de mettre en ceuvre les tests permettant de séparer les intervalles de positivité et
de négativité de {z4}« et de comparer leur performance. Nous nous intéressons
principalement i la situation ol I'hypothése (HD2) est vérifiée, le probleme
sous ’hypothése (H D1) ayant été traité dans [FISZ).

L’étude de ’évolution de la loi conditionnelle, obtenue de fagon approchée
par résolution de ’équation de Zakai discretisée (cf. [Le Gland]), nous aidera &
interpréter les résultats obtenus.

Ce rapport est organisé comme il suit:

Dans le paragraphe 2, nous présenterons les deux filtres de Kalman-Bucy
(7) et (8) utilisés et nous formulerons des remarques préliminaires. Dans le
paragraphe 3 nous nous intéresserons & la détection des passages du signal par
0. En analogie avec le cas continu deux tests seront proposés, I'un basé sur les
accroissements des observations (cf. [FJP]) et Pautre sur la sortie des filtres de
Kalman-Bucy (cf. [Roubaud]). Sachant que sur un intervalle de temps [a, b} le
signal ne passe pas par 0, avec une probabilité donnée, nous considérons un
autre type de tests pour décider du signe de {zx}« sur [a,b]. Sous I'hypothese
(/ID1), des études ont été faites par [FJSZ]. Ces auteurs ont mis en ceuvre deux
tests différents: I'un basé sur la variation quadratique, ’autre du type rapport de
vraisemblance basé sur les sorties des filtres de Kalman-Bucy. Nous résumerons
briévement ces procédures dans le paragraphe 4. Sous 'hypothese (H D2), nous
présenterons dans le paragraphe 5 un test de rapport de vraisemblance basé sur
les accroissements des observations et adapterons le test sur les sorties des filtres
de Kalman-Bucy du paragraphe précedent au cas traité.

La mise en ccuvre des tests de détection et de décision ainsi décrits nécessite
la détermination de formules explicites pour les bornes. Bien qu’'une démons-
tration rigoureuse n’ait pu étre faite. les formules proposées sont justifiées de
maniére heuristique. Dans le cas ot B_ # B,, nous émettrons ’hypothese
supplémentaire:

(H4) By <0et B_<0.

Cette hypothése n’est pas trop restrictive pour notre propos. En effet, suivani
le signe des coefficients de dérive. nous avons deux comportements distincts du
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siganl. Si B, et B_ sont négatifs, il devient stationnaire dés que lintervalle
de monotonie est assez grand. Sinon, il peut “fuir” vers l'infini. En fait, nous
étudions la situation la plus délicate au sens ol, la probabilité pour que le
processus {zx} passe par zéro est importante. Cependant, si les valeurs |B_|
et |By| sont grandes, {z;} aura tendance a changer rapidement de signe et les
tests n’auront probablement pas suffisamment de temps pour décider.

Le paragraphe 6 est consacré a ’application numérique de ces méthodes. Des
criteres de comparaison entre les différents tests seront proposés et les résultats
des applications & divers exemples seront présentés. D’autre part, la solution
de I’équation de Zakai sera utilisée pour la justification du comportement des
filtres approchés.

Pour conclure, on présente dans le paragraphe 7 quelques réflexions sur le

compertement de ces filtres et on discute la performance des différents tests
étudiés.

Notation 1.1 FEtant donné un processus {Gr} on écrira
G = O(€9),
ot q € Ry, pour signifier quil existe ¢y ,c3,¢3 > 0 tels que
E[G?] < ¢) exp{—coke} + c3e?9 ,Vhk € N .
Notation 1.2 On nolera ¢ ou C des constantes indépendantes de €, sans se

soucter de leur valeur. Ces constantes pourront donc prendre des valeurs différ-
cnles d’une ligne a lautre.




2 Deux filtres de Kalman—-Bucy en parallele

Soit V%, la tribu des observations jusqu’a I'instant k, VE = o{yo, ¥, Yk}
La solution du probléme de filtrage associé au systéme (1) étant donnée par
la loi conditionnelle de z; sachant J¥, nous commentons brievement son com-
portement (cf. [FISZ]). Sous 'hypothese de “détectabilité” (HD), la variance
de cette loi est “petite”, sa densité se concentrant autour de deux maxima
locaux, 'un négatif et 'autre positif. Ce phénomene se justifie du fait qu’on
a soit z — yx/H_ = Je/H_ vy soit =, — y/H, = \/e/H, vi, donc la den-
sité conditionnelle est “petite” excepté sur deux intervalles d’amplitude d’ordre
O(\/€), autour de yx/H_ et de yx/H4. En emettant ’hypothése de détectabilité
(HD) nous nous placons dans la situation ol lorsque {zx} prend ses valeurs
loin de 0 durant un certain intervalle de temps, un des pics tend a disparaitre,
la loi conditionnelle s’approchant d’une loi gaussienne. Il apparait alors légitime
d’approcher le filtre optimal par un filtre de Kalman-Bucy. Intuitivement on
s’attend a ce que, sous 'hypothése (HD2), le temps nécessaire pour faire “dis-
paraitre” 'un des deux pics soit plus long que sous I’hypothése (HD1). Cette
idée sera illustrée dans le paragraphe 6 (voir les figures 3 2 6 et 12 a 14).

Soient (#F,QF) et (27.Qr) les filtres de Kalman-Bucy associés respective-
ment aux systemes linéaires

Tepr = (14 Bye)ae+Veow 5)
5
ye = i+ o yo=0
et .
Trgr = (L+B_g)op+eo_u (6)
o = H_oxe+ev,y=0,
avec conditions initiales gaussiennes
At A
o Iy =15 = E(xo)
o2 2
¢ Qt =e—E—  Qf =e———
“O T 1+ H202 Y T T+ H2o?
Ils sont donnés par les équations suivantes:
<+ - ! + -+
T = (M +eBu) a0 + -H Q) (yaar - H, (1 + ¢ By )iy)
7
(1 4+¢€B.)%Qf +o¢ (7)

|
i+
|

U+ 120%)e + H2(1 + ¢ B, )07

5




e o1 - ‘e
Lryr = (1+ 53—)1‘1\- + :H—Qk (3/k+1 - H—-(l + EB-)-’l’k)

(1 + ¢ B.)’Qf + o2¢ (&)

Y T TNt (4B VG

Remarque 2.1 Le fait d’avoir considéré une condition initiale gaussienne pour
les systémes (5) et (6) n’est pas restrictif pour le probleme de départ. En ef-
fet, puisque les filtres étudiés se caracterisent par le fait d’avoir une “mémoire
courte”, P'influence de la condition initiale tend & disparaitre rapidement.

On note les gains a linstant 4:
N S .1 -
I\L = “11+Qk et [ k = 'EI[__Qk .
€

Remarque 2.2 Dans une situation stationnaire, les expressions des variances
des lois conditionnelles, Q* et Q~, sont facilement calculées. Elles sont d’ordre
O(¢) et donc les gains stationnaires IV et K_ sont d’ordre O(1) (cf. [Milheiro)).

On introduit les processus dits “d’innovation”
[

”'I?“ = Yy — Ho(1 '*-5134_)1‘:;:l~
et.
Vg1 = Yaet — H_(1 + ¢ BL)2y

Les processus ainsi définis sont considérés approximativement comme des
“bruits blancs™ au sens ou lenrs variances sont asymptotiquement d’ordre O(¢),
tandis que les corrélat.ons E(uvf, v et 7(vi,v7) sont d’ordre O(e?).

On notera €U{ et el leurs variances respectives et et et e~ les variances
stationnaires correspondantes:

et = (1l + 01//3)+1[2(1+58+)2Q+,
" s(l+a? 2y + (1 + B2 Q.

Dans la snite, on étuciera la procédure de test permettant de séparer les
intervalles -le monotonie de la fonction h et de décider du signe de zy. Sur

chacun de ces intervalles, il sera alors possible d’approcher le filtre optimal par
le filtre ce Kalman-Bucy correspondant.
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3 Tests de detection des passages de {z;} a
zéro

Nous devons premiérement déterminer, sur 'intervalle de temps [0, T}, les in-
tervalles sur lesquels {xi} est différent de zéro, avec une probabilité donnée,
proche de 1. Nous présentons deux tests de détection, le premier s’appliquant
aux observations yi, le second a la sortie de I'un des filtres de Kalman-Bucy.

Soit I'intervalle de temps [a,b], avec 0 < a < b < T. On pose m = [(b — a)/e]
et ip = [a/e]. On considere les deux événements suivants:

Ao = {ax<0;k=1ig,i0+1, -, ig+m},
As

Il

{zk >0 k=ig,50+1,---,i9 + m}.
On remarque que

(AL U AL = { 21 2441 < 0 pour un certain k ,ip < k < ip+ m}.

3.1 Test basé sur les observations y;

Etant donné que “h(x) = 0 ssi ¢ = 07, h(zx) “petit” implique par continuité
de 'application h, zi proche de zéro. Cependant h{zi) n’est pas observé mais,
pour € “petit”, il est approché par yy.

Soit ¢, > 0 une constante a déterminer.

On définit 'événement test suivant:

C = {|yx] = cobs}-

On montre de fagon similaire a la version en temps continu (cf. [FJP][proposition
3.1]) la proposition suivante (cf. [FJSZ}{proposition 2.1]):

Proposition 3.1 Soicnt o5 > 0 ¢f g9 > 0 donnés. Il existe § > 0 tel que
Ve € (0.€] on a
P{(A-U ALYIC)) S e,

Détermination de la constante cy,:

Nous utilisons, pour la détermination de la constante ¢, un raisonnement sim-
ilaire & celui proposé dans [FJSZ], sauf que dans notre cas le coeflicient de dérive
n’est plus supposé coustant mais constant par morceaux. Intuitivement le choix
de c,55 doit étre un compromis entre “conserver des intervalles de monotonie
suffisamment grands” et “réduite la probabilité d’erreur du test”.

7
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On cherche a ze que la probabilité

P({mkxlri-l < 0} l {iykl 2 Cobsy lyk+1| > Cobs})
soit faible.
D’apres hypothese ( H3) on obtient:
1 _2
P({yr < —cops}) < P({or < —cans/VE}) S 5 € Byl (2€)
Nous nous permettons donc de considérer uniquement le conditionnement par
rapport & ’événement {yr > Cobs» Yrs1 = Cobs}- De plus, on a:

{zrtrsr < 0} O {yk 2 Cobsr Y1 2 €ans} = D}, UDZ, |
avec les définitions suivantes pour ies ¢événements D}, D?:
D! = {zk <0.2041 >0} N {yx = ¢, ypqr = ¢},
D} = {21 > 0,104y <0} 0 {yk > c,ya41 > ¢},

pour tout ¢ > 0.
On considére séparement les évenements D et DZ,.

e Sur D/, on a les récurrences suivantes:
1 = (14¢B)ry +o0_Veu,

ye = H_rp+ \/::“k v Ykt = H+-'Ck+1 + \/;Uk-{-l .
On déduit I'égalité:
1
?(llng/kﬂ —He(V+eBoyy) = H o up + H_vigy — H {1 + e B_)u.

Or. d’aprés (/13') on a h(z;) 2 0 et, pour ¢ suffisamment petit, on obtient la

majoration
1 -
7 {i_ —~ Hy(1+ e B ey S |7,
ol
ZL- = 11.4.]]_0'_1“; + ][.._1/‘/;4.1 ~ [[.1..(] +EB__)UL-
suit une loi gaussienne V(0. FI2H20? + 112 + H(1 + ¢ B.)%).
Soit {Z2} le processus normalisé assncié & {Zr }. Pour un risque o donné (?),
on détermine A > 0 tel que

P22 ) <«

2Généralement on prend a = 0.05

PO ——
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par inversion de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. On
obtient ainsi ’expression de la constante ¢;:

VHIH?0® + H? + H2(1+ ¢ B_)?

e - Ry AR M)

¢ Sur D?, un raisonnement similaire au précédent nous amene & considérer
une constante ¢; donnée par:

A\/:\/szai + H} + H*(1+ ¢ B,)?
) |Hy — H_(1 + ¢ By)|

Cr =

Dans les applications numériques. pour une probabilité d’erreur o donnée,
nous prendrons ¢ = max(cy, ¢p).

Remarque 3.2 Dans les calculs de la constante cs, la prise en compte de la
dérive introduit vniqueisent des termes d'ordre O(e%/?) que nous négligerons
devant les termes d'ordre O(\/¢).

3.2 Test basé sur la sortie d’un filtre de Kalman—Bucy

On se propose de décrire un test capable de détecter les changements de signe
éventuels du processus {z1} & l'aide de la sortie obtenue par un des deux filtres
de Kalman-Buey, par exemple {#]}. La construction d’un tel test se justifie par
fe fait que “h(xr) = 0 ssi x = 0" et par la proposition suivante:

Proposition 3.3 Soit 0 < a < b. Pour tout > 0, il existe B> 0, g9 > 0 tels
que, pour e € {D.gp}, st on définit i = {afe] et m = [(b - a)/e], on a:

Pi{ max |h(z) - Hy3t] > 0)) < e”PIVE,

k=16, 10+

Ep vue de la démonstration de cette proposition on établit d’abord le lemme
suivant.:

Lemme 3.4 Pour toul 7 > 0. il eriste 29 > 0 et ¢, C > 0 tels que, pour tout
e € (0.20), m = [7/e].
E(e.\:pl‘rgax cz) < C.
= m

Preuve

La preuve de ce lemme sera présentée en 3 étapes (cf. [Roubaud] pour la
preuve analogue en temps continu).

{
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Etape 1:

On démontre le résultat suivant:
Lemme 3.5 On définit le processus {z} par
2kg1 = (1 + eB)z + Ve ous, (9)

ol zo est une variable aléatoire indépendante du processus {ux} et il eziste des
constantes ¢o, Cq > 0 telles que

E(expco2zd) < Cp. (10)
Alors, pour tout T > 0, il existe €g et ¢, C > 0 tels que, pour tout € € (0,¢,],
m = [r/¢],

E(exp max cz}) <C.
k=0,....m

Preuve

Nous réécrivons I'expression de x4y cn mettant en évidence une partie
dépendante de z et une partie martingale:

Tkt = (1 +eB)¥* g + (1 + eB)F My,

avec

k

Me=o0Ve) (1+eB)7u,.

=0

Puisque zg et {1} son indépendants nous avons:
e = (V4 BP0 4 (14 eB)FME < ¥ B2 + M)

D’apres (10). il est suffisant de montrer qu’il existe €5, ¢, C > 0 tels que

Ve <go. E(exp max cME<C.

k=0, .. m~1

Or {M} est un processus gaussien centré de variance

) (1+eB) - (1 +eB)~2
A = 2
B[} = o B(2 +¢B)

donc

si B=0, E[M}] <keo?

10
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si B>, E[M] <o (1(+ «B)”
—(1+

i B<0, EM}) < o? "+ oxp(2ke D + ke’ BY)

—-B(2 + eB)
Dans l'intervalle fini [0,7] il existe donc &¢ et une constante C' > 0 tels que

Ve < ¢, maxE[M]<C’

d’oll on déduit ¢q et des constantes ¢, C > 0 tels que
Ve < ep. E(lexpcM2_|) < C
Vu que {exp c M?} est une sous-martingale on peut appliquer la propriété

E(k=(§,r.l.§ff,_1 expcM?) < E(exp2c M2 _,).

Alots, il existe €g et des constantes ¢, C > 0 tels que

Ve <o, E(( max expecM})<C,
k=0, m-1
d’ou le lemme.

|
Etape 2:

On introduit les notations:
B = sup(|B+|,|B-|)

o = sup(loi,lo_})

On démontre que les inoments d’ordre 2p, p > 1. du processus {zx} peuvent
étre majorés par les moments d'ordre 2p du processus {z;} défini dans le lemme
précédent.

En effet, dapres I'équation d’état, on a

'Ck+l .-ZC Pl + e b(ze)pP [VeEo(ar) w7 .

Le fait que {ux} est un bruit blanc et que u; est indépendant de z; entraine
'égalité
2p
E[”AH = Z

CPE((wx + € b(zi)) (VE olzi))P Eu?™).
1=0;; pair

11
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On obtient la majoration

2 .
B )< 3 o(veor— eIl 1 pyE().
wls 2 G T = 377 ’°
J=0;7 pair

Or, de la définition du processus {z;}, vient que

B = Y Creey i)

h - 1 +cB) E[z]].
7=0;3 pair 2r=il%(p - ]/2)!( i

On prend 2y = |xo|. Alors
E[2¥] <E[], k=0,1,---,[T/e].

Le lemme 3.5 entraine P’existence de g, ¢, C > 0 tels que

Ve < <o, ,Iax E(expcz}) < C. (11)

Etape 3:

Nous utilisons la majoration (11) pour obtenir le résultat prétendu, le lemme
3.4.

D'apres la formule de Taylor, on a:

N T 2 2
expcz,,, = expcr;+2cz; expexy(z,4 — 1)
+2cexpcfi(l +2c0%) (x4 —z,)?
r4 . 7 <~ 7 « ].*.] ) .

On obtient I'expression

k
experi,, = expcag+2c Z:xk,_, cxp(cxf._J)(n:;,.H_, — Tky)
=0
k
+2¢ Y i, exp(clf )1+ 2¢0;_ NTupre; — Timy)?
=0

Puisque {0, < |zi| + |zr41], on a la majoration

S v 2
E[ _max experiy]

m—1
< Elexpczi]+2ce B Y Elzi_, explcai_,)]
=0

12
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i=0

k
+2¢cE Lg}ﬁg«;_ Ve (Z exp(cti_,) 2k, o(k-,) “k-j)} (12)
m-—1
+4ce Y E [exp (20(:1:2_] + xf.H_])) (1 +4 c(a:iH_j + zi_j)) (e BQ:thJ + azuz_j)] .
)=0
Le processus

k
My = Ve ) exp(eat_;)zi, o(zi,) uk,
J=0

est une Fr-martingale, ot Fy = o(a9, ug, - "y Ug).
On utilise une propriété des martingales:

E[_max AZJ<4EM_).

Or u; et ;. sont indépendants et 7 est Fi-1 - mesurable donc on a

E{M2_ | <meg max lE{exp(«4cx,zn_,_])]'/zE[zc"' /2
1=0,.m—

m—1-3

<o,
d'apres (11).

Il existe alors €5 > 0 et c. C > 0 tels que, pour tout € € (0,z0),

A
g 2 o
E [t::(t)}-l-éy)f:-x Ve (J:ZO e:\p(c:rk__,).rk_,a(xk_J)u,;_j)} <C.

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le résultat (11) et Phypothése (H2)
dans P'inégalité (12) pour déduire le lemme.

N
Preuve (de la proposition 3.3)

Nous utilisons la notion de sous-différentic; d= h.
Puisque la fonction h est convexe. il existe Pr appartenant au sous-différentiel
de /i & un point 0 tel que

/‘(J'k+|) = h(r;) + ﬂk(‘fkﬂ — I)
ct

ok} < sup(JHL H_) & H
On définit

N

A I
k= h(xg) - Hpat.

13
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D’apres I’équation du filtre Z} et ’équation d’état, on obtient ’expression ré-
cursive:

Zisr = 0Zk+eb(zi)pr(l — Ho Ky )+ Veo(zi)or(l — Hy Iy )uy
+Ve Hy K yveqn,

ou
§2(1+eB. )1 — HyKy).

On remarque que 0 < § < 1. On utilise cette récurrence jusqu’au terme Z;,. On
établit ainsi la majoration:

k-0
!Zk-f-l! ..<. e.\'p{—c(k + 1)}|Zml + Ce Z 6]|xk—)|
=0
k—io Jk—-io (13)
+CVEY Eluis, |+ CVEY &lvrs,i-
1=0 1=0

On traite les quatre termes dans cette cxpression séparemment.
D’apres Pinégalité de Bienaymé-Tchebichev et le fait que E[IZ,]}] < C, on
obtient

P (!Z,ol > ge“") < %e"”/‘.
D’autre part. en utilisant le lemme 3.4. on obtient la majoration
P (AZ Elris,l > i) < e"0-B/6C )
£ Pt -l aE ] s

Le lemine 2.3. dans {Roubaud] entraine la majoration

01 -8\ b-a
P ( max  lu} > ,_} < e~
k=i, - o+m~1 " 40\/6 [

AY

donc

|=

k=10
P (\/:: Z lu_,| >

1=0

) < el

1

s

pour ¢ “suffisamment petit”.
De méme pour le 4™¢ terme a droite dans 'expression (13):

k~10
P (\/5- Z & vk, > -—0—) < evele,
1=0 40

14
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De Pexpression (13), en utilisant les 4 majorations ci-dessus, on obtient le ré-
sultat.

Soit cpy; une constante strictement positive a déterminer.
On définit Pévénement test suivant:

C={jgfl2crr; k=doio+1, -0+ m}.
Comme conséquence de la proposition 3.3, on obtient le théoreme suivant:
Théoréme 3.6 [ eziste 5> 0, g5 > G lels que, pour € € (0, €], on a:

PlUALUAE) S eV,

Preuve La preuve de ce théoieme suit pas a pas celle du résultat équivalent
en temps continu {cf. |Roubaud] [Théoreme 3.2.].
.

Détermination de la constante cpy:

On cherche une constante cry telle que la probabiiité

P ({zxvess S OM{IET1 2 cpw s 134] 2 crn})

soit faible.

On considere y; comme une approximation de h(zx). Dans P’étude précé-
dente, pour une probabilité d'erreur a donnéz, on a déterminé une constante ¢,
permettant de tester au vu de y; 'occurence d’un changement du signe de xy. Or,
le changement de signe de z; est directement lié au fait que %i(z,) devient “pe-
tit". Si H, i} était une meilleure approximation de h(z:) are yx, tout au moins
aux alentours de zéro, la probabilité derreur du test “3f > cops/H," serait mi-
norée par a. Cependant. nous ne savons pas si cette condition est vérifiée mais,
sur 'évenement A,. le filtre £} est une meilleure approximation de z., que
¥m/Hs. En tout cas. la proposition 3.3 nous assure que I'écart |n(zy) - Hyi}|
est petit avec une probabilité proche de 1. il semble alors raisonnable de penser
que le test “IF > cp,/11.7 permettra de détecter convenablement les passages
de zj par 0. Nous proposons donc pour constante

Cpn = Cabs/ 'II+I .

R R R R




REPIPTTE IR N

Le méme type de raisonement est valable quand le test est appliqué sur le
filtre 27 au lieu du filtre Z;. Nous prenons alors

CrK = Cobs/ |H-| .

Sans perte de généralité on consideérera par la suite un seul intervalle [a, b]
représentant I'intervalle de temps durant lequel il n’y a pas de passage a 0, avec

une probabilité d'errcur donnée, 1o et m étant définis comme en début de cette
st stion.
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4 Sous P’hypothése (HD1): décider du signe
de Ty

Dans cette section, nous présentons deux tests permettant de choisir entre
les évenements Ay et A_, dans le cas ou le probleme de filtrage linéaire par
morceaux vérifie 'hypothése (H D1). Ces tests ont été etudiés dans [FISZ). Le
probléme analogue en temps continu a éte traité dans [FJP]. Le premier test
considéré, dit de la variation quadratique, n’est applicable que sous I’hypothése
(HD1). Le second test, du type rapport de vraisemblance sur les sorties du
filtre de Kalman-Bucy, pourra étre adapté au cas ot ’hypotheése (HD2) est
vérifiée (cf. paragraphe 5.2). Le premier test sera donc introduit de fagon breve.
Le deuxieme test sera décrit de fagon plus détaillée, puisque la méme idée sera
utilisée par la suite.

Dans [FJSZ], les auteurs ont mis en ceuvre ces tests sous deux formes: test a
taille d’échantillon fixée et test séquentiel. D’apreés leur étude, les tests séquen-
tiels semblent plus intéressants que ceux a taille d’échantillon fixée, vis a vis
du critere du “temps moyen pour prendre une décision”. Nous ne présenterons
donc que les tests séquentiels.

4.1 Test de la variation quadratique

On considere un test d’hypotheses basé sur la variation quadratique de la suite
d’observations {y:} pour décider entre les deux alternatives *A," et “A_".
Cette décision est prise sur N observations (0 < N < m) dans un intervalle de
monotonie obtenu par un des tests introduits dans la section 3. On considere N
comme étant un temps d’arrét.

Sans restreindre la généralité du probleme. on suppose que B, = B_ = B.

Remarque 4.1 Le fait de considérer B et B_ distincts a pour unique consé-
quence {'introduction de termes négligeables dans les expressions. la procédure
restant essenticllement la meéme.

Notons:
Ax = Yrsi ~ (1 + Be)ye,
T: = Higl +14 (1 Be),
T2 = H?0? +1+4(1+ B2
Alors

® si z; > 0 et xyy <. la variable aléatoire Ay suit une loi gaussienne de
moyenne nulle et variance Tis




o si 7x < 0 et zxy; < 0, la variable aléatoire Ay suit une loi gaussienne de
moyenne nulle et variance T2e.

L’hypothese de détectabilité (HD1) implique
T2 £ T2,

Le probleme de décider entre les alternatives “A4” et “A_" conduit a un test
d’hypotheéses sur ces variances.
On définit le rapport logarithmique

N(Ar.0,T2¢)

Zp = ln 2kt +8)
=N (a0, T2e)’

ot A'(z, u.~?) représente la densité de la loi gaussienne de parametres u et 72
et la série

tp+n

Sn=zzk’

k=ip
ou ig et m sont définis dans la section 3.
On obtient les expressions suivantes:

T 1/ 1 2
VAR loa-—-.‘r; (—l__.l_) i\_ﬁ

Soient [y > 0 et I, > 0 fixés. On intioduit le temps d'arret N°:
N=inf{n>0: 5, <-louS,>bL}Am.

On décrit le test comme suit: st Sy- > I, on accepte “A,7 et si Sy» < --/; on
accepte ~A_": sinon on dira que le test ne permet pas de décider.

Il reste a proposer une méthode de détermination des bornes l; et l;. On
approche le processus discret { S,} par un certain processus de diffusion {(,}
dont on écrit les équations sous “A.” et sous “A_". On obtient ainsi. par la
formule de Dynkin. des équations différenticlles ordinaires permettant de cal-
culer les temps moyens pour prendre une décision E(T3) et E(T2) et pour les
probabilités d'erreur p, et p_ (cf. [Fleming-Rishel]).
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On introduit les notations

Y. 1/ 1 1Y..
He = '°gr—+*5(??‘fi)T*
T. 11 1\ .
Ho = log?:-r',z(‘—z_—ﬁ)‘r_

11
- T a\rE T
La résolution des équations nous donne comme solution:

I — c"“é/"i iz

P+ = JrY R Y —— (14)
1 — Eu-/‘!f. i }
p- = cB-1ih s iiih (13)
) [ L+
E(T;) = (—'-—p_,, = ') £
" fa
L L+6LY
E(T") = (—--—— +p ’
"o

ol
e p. est “la probabilité de refuser Ay 2 tort™.
e p_ ost “la probabilité de refuser A_ a tort™.
o 17 et T2 sont les temps darrét
T: =mf{t : (¢ >clyou(; < —cli}. dans le cas positif.
et
T: =inf{t : ¢ 2 <hou(; < —<l}. dans le cas négatif .

Pour des probabilités d’erreur p; et p_ données (3). les expressions (14) et
(15) permettent de calculer les bornes [y et [,

3Généralement on prend p; = p_ =0.05 .
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4.2 Test durapport de vraisemblance sur les sorties des
filtres de Kalman—-Bucy

[ETAPRR T2

s

On décrit un autre test du type rapport de vraisemblance pour décider entre les
deux alternatives “A,” et “A_” . L’idée de ce test est la suivante:

Soit #; un entier, iy < i; < iy + m. Intuitivement, on s’attend & ce que
b = E(h(Xi)|Yk) soit trés proche de Hy &} sur Ay et de H_&; sur A_, pour
11<k<ig+m.Ona

[T X5

Rl Ty W A3 0

5
sur Ay : e = Ho(1+eB)ii_, +vf, ?
sur A_ : w = H_(14+eB.)&_,+ vy,

ol {vi} et {v]} peuvent étre considérés comme des bruits blancs gaussiens dits %

“processus d’innovation” (cf. section 2).
On pose

Zi=Hy(1+eBy)3f — H.(1 +eB.)ig

et on prend pour statistique de test le rapport logarithmique suivant:

S B R

. 1 140 1:1+n
L. == Y Ziyker ~ = Z ( (He(1+€By)2t)? — (H-(1 '*‘SB-)f’l:)z) ,
k=i 2 k=i 3

avec; < n < m.

La statistique L, se reécrit sous la forme suivante:

. 1 u+n l f14n
€ k= i1 k—u
. f14n n+n
Sur A_ : L, = Z ZF+ - Z ZiViy, -
k*u L—xl

On note R, le terme de précision du test:

(")'b—-‘

Pour R, “suffisamment grand”, le signe de Ln permet de choisir entre les alter-
natives “A_" et “A,”.

Soient I; > 0 et I; > 0 des bornes fixées. On introduit le temps d’arrét N*:

N*=inf{n >4, : La> 1, ou z,,S—ll}/\m.

3
3
Ed
z
%
3
E
i
3
4
7
;
7
%
3
%
3
H
3
E
%
%
Wi
%
%
2
R

On applique la regle de décision qui suit.
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Regle de décision:
e Si Lye > 15, on décide “A,”.
o Si Lys < 1y, on décide “A_".

¢ Sinon, on ne peut pas décider.

Il nous reste a calculer les bornes /, et Iz pour une probabilité d’erreur donnée
a et a estimer les temps moyens pour atteindre une décision. Le raisonnement
présenté par la suite constitue une justification purement heuristique, sans la
pretention d’étre une preuve rigoureuse.

Si on se place dans le cadre de ’hypothése “A.”, d’aprés les équations des
filtres de Kalman~Bucy (7) et (8), on a:

Zk+1 = (1 + EB..)(]. hd }I_I(..) Zk + ¢ (1 + EB+)(B+ - B_..)H.{.(‘ﬁt
+(H K4 (1 +eBy) = HOK_(1 + eBL))vf,. (16)

Vu que les filtres en question sont & mémoire courte, d’aprés cette expres-
sion, ’hypothése d’indépendance sur A* de v} et u,'&_l, pour g, --,m entraine
asymptotiquement “I'indépendance” de Z; et v}, ,, & partir d’un certain instant
5 > o
Remarque 4.2 Pour ¢ “assez petit”, on a la majoration

(1+eB)1-H.K_)<1.

On obtient alors que

e si B, =B._ £ B, dans une situation asymptotique,

g2 4y (L +eBP(H K, ~ H_K_)?
E[Z%; Ay) = 1-(1+eB)*(1—-H_K_)? Vs

o si B, <0, alors E[#}?; A,] admet une solution d’équilibre:

K’

Y S
|B+1(2+¢B.)

E(zf?; A, =
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On utilise I'inégalité

. 1 . € i
E[Zy 2] ;44) < EWE E(Z}; A4+ “\é‘: E(&f; A4])

pour obtenir 'estimation

E[Zl?-n s Ay

[(1+eB_Y*(1 - H_K_)* + e Hy|By — B_|(1 - H_.K_)(1 + eB4)(1 + ¢B.)|E[Z} ; A4]
+e32(14+¢B,)(1 +¢B.)|By — B_|(1 — H.K_)H,E[3*?; A})

+e[Hy Ki(1+€By) — H.K_(1 +eB.)J9

+e¥(1 +eB4)}(By — B_)*H3E[3%%; Ay).

IN

Remarque 4.3 Pour ¢ “assez petit”, on a la majoration

(14 eB_)X(1 = H_K_)* + Ve He|By — B_|(1 ~ H_K_)(1 +€B;)(1 +¢B_)
< 1—H.K_(2-H_K_.)+cye<l.

Dans une situation stationnaire, on a ’estimation
E[Z%;4,) < Ape+ce?,

ou
_ (Hy Ky — H_K_)?

M= T K.G-H.K)

9t .

De plus, pour un certain ng, on peut considérer Zx comme une combinaison
o + + . — 7. .+ . H 1
lindaire de v_, ,---, vy . Le processus & = Zyvy,, est aloxﬂs approximativement
un processus mélangeant. En conséquence, on approche L, par le processus de
diffusion {(;; t = en} solution de I’équation différentielle stochastique

ng = A+/2 dt + €A+0+ d“Vl-*. .

Comme pour le test de la variation quadratique, on obtient la probabilité d’er-
rour py. = P({Cr; = —eh}114):

1 — e~

P+ = el e-"l+1'; !
oi1 T est le temps d’arrét défini par

Ty=inf{t: (>elou(, < —ch}

22
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et ny. = 1/9%.

Si on se place dans le cadre de I’hypothése “A_", par un raisonnement iden-
tique au précédent, on obtient la probabilité d’erreur p_ = P({(rs = el2}|A-).
Elle est donnée par:

1—e-h

p-= en=l2 _ e=n-lt?

avec 7. = 1/9-.

Pour des valeurs de p,. et p_ données (), on détermine les bornes de précision
l; et [; et on estime les temps moyens pour prendre une décision:

. b L4l
o I h+1
E(T) = 2¢ (A- pP-—%- ) .

Remarque 4.4 Dans [FJSZ], les auteurs constatent qu’en pra‘ique le temps
moyen pour ,rendre une décision est plus long pour le test de rapport de
vraisemblance «ue pour le test de variation quadratique.

4En général on prend p. = py = 0.05.
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5 Sous I’hypothése (HD2): décider du signe de
Tk

Sous I'hypotheése (HD2): ' = (H_0_.)? = (H,0,)? et B_ # By, le test de la
variation quadratique n’est pas applicable. En remplacement nous considérons
un test du type rapport de vraisemblance sur les observations {yx}. Puis nous
adapterons, sous cette hypothése, le test du rapport de vraisemblance sur les
sorties des filtres de Kalman-Bucy, présenté dans le paragraphe précédent sous
Phypothese (HD1).

Les calculs qui suivent utilisent le faii qu’une situation stationnaire est
nécéssairement atteinte, raison pour laquelle nous avons formulé ’hypothese
suplémentaire (H4), décrite dans l'introduction. Nous 'utiliserons par la suite.

5.1 Test du rapport de vraisemblance sur les acroisse-
ments des observations

Ce test est déduit de ’étude du cas € = 0.

5.11 Lecase=0

On considere le systéme suivant:

{ Tip1 = 2k + Atb(ag) + VAto(zk) uk,

(17)
P = hzr).

L’équation d’état de ce systéme généralise celle du svsteme discret (4) a un pas
de temps Al .

Le probleme est de déterminer le signe de 24 pour & = ig,ig + 1, - -, ig + m.
Le test d’hypotheses est fait sur les observations {gi, 2y +1 < k < iy + m}.

On considere la filtration (F¥ )i, ot FE = o {z,, .- ur}, io < k <
o+ m.

Sur A, : Jrer = (1 + AtBL )i 4 VALTu} . (18)
ot {uf; & > ip} est un f.f;-bruit blanc gaussien pour une probabilité P* telle
que

PY(D)y= P(D),YD C A, .

Sur A_ : fiksr = {1+ ALB_)jjix + VALTuj . (19)
o {ug; k > ip} est un .ﬁﬁ-bruit blanc gaussien pour une probabilité P~ telle
que

P=(D)=P(D),YDC A_.
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. skt
R oeend 7 usinhn —«-»M

fo4+m
Le processus {§ix; k = o+1} est }Zﬁ‘l—mesurablc (i.e. prévisible) et Z i<
k:-'io
+oc P-p.s.

On utilise une version discrete du théoréme de Girsanov (cf. [Milheiro]) et,
vu que B_ # B,, on prend pour statistique le logarithme du rapport de vraisem-
blance: ip+

g L, =1n-—— 5= | | —

} o1l <n<m-1. 0Onalaformule:

S { ' tn i \ otn

j Lo=53|(Be=B) 3 Gulfnn — k) - 5A(BL - BI) 3, i) (20)
L k=941

K=ig+1

Sur 'évenement A, la statistique L, se réécrit sous la forme:

(B 2 ao_-_{'-‘n B+ to+n
L, = +2At Y G+ Va = 2 . (21)
k=1o+1 k=ip+1
Sur ’événement A_, on a:
B _B2to+n~ B, - B_ 59-1'\",_
L, =—-At£—)-+—'i:2-—)" Y. #E+VA —'j—r,—“—' 2 ug. (22)
k=io+1 k=fo+1
On pose
B, 2 dgdm
Ry, = At(—-f-—)— Y. i
=ig+1

On appelle R, le terme de précision. Pour R, grand, L,/ R, est proche de¢
+1/2 et la probabilité d’erreur est faible. Si L,, > 0 on décide “.4,” etsi L, < 0
on décide “A_".

On établit le résultat suivant:

Théoréme 5.1 Soitr >0.Vn tel queip < n<m -1, on a:

P({Ln<0}0{f,>r1NAL}) £ 73
P{L. >0} N{R. 2 r}NA}) £ e7f8,

Preuve La demonstration est identique pour les deux inégalités. Considérons
que p O
par e.\'emple la premiére.
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On introduit la martingale exponentielle

_ fo+k B_)? fo+k
Zi = exp ).s/AtM Yo Giuf - —-AzAt-(-——-—I;——L 2 17?},
! izig+1 i=io+1
avec A < 0 et on raisonne comme dans le cas continu (cf. [Roubaud]}. ]

On décrit deux procédures de mise en oeuvre de ce test sous forme séquen-
tielle.

Premieére procédure:
Pour r fixé, on introduit le temps d’arrét N*:
N*=inf{n2>1: R, 2r}Am.
o Si Ly > 0 on décide “A, ™,
e Si Ly, <0 on décide “A_
¢ Sinon on ne peut pas décider.

Nous devons donc proposer une méthode de détermination de cette constante
r. On considere le probleme sur Ay et sur A et on choisit r = max(r_,r).
Sur P’événement A,, on pose
o4n

:"I‘ \/__ B+ Z yk uk .

k=141

La statistique L, se réécrit sous la forme:
! +
Iln = §Rn + "‘[ﬂ -
On introduit le temps d’arrét N7 :
Ni=inf{n>1: R, 21y} Am.

On a que Ry; est approximativement égal & ry .
O.1 cherche & déterminer une constante ry telle que, pour une probabilité

1 -- o donnée, le terme de précision soit significatif dans le calcul de Ly;. Dans
d’autres termes, on cherche r,. telie que:

P({~M, > 2r4}lAs) S a. (23)

(3]
[

i
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D’apres (18), on réécrit §ii sous la forme suivante:

ng-1 .
Jes1 = (14 AtBy) ™ frgrme + VAT 3 (1 4+ AtBy)uf
=0

L’hypothése (H4) nous permet de considérer §; comme une combinaison linéaire
des variables aléatoires gaussiennes et indépendantes u{_ﬂo FRTEERIN uyf. Soit & =
fruf. Ve processus {&r,7+n0~1 < k < 49+m} est alors approximativement ua
processus mélangeant. De plus, la valeur stationnaire de E[§2 ; A, ] est approchée
par

T2
—-B4(2+AtBy)
D’apres le thécréme fonctionnel de limite centrale [Billingsley][th.20.1],

\/_ fo4n
\/r y ék ~ “’h
k

=ig+1

A+=

ot L = nAt et {W,} est un processus de Wiener standard.

On déduit de ce qui précede que M} suit approximativement une loi normale
B, - B_)?
A (0. nae—Bx ) )
—~Bi(2+ AtBy),

Vu que Ry: %y, on obtient la relation suivante entre ry et Ni:

(B+ - B.)

7+ oV f}";At —B+(2 _{- At}?-}-) .

Alors I'inégalité (23) devient:

—1‘ 1
g >.—\/JT}M+) <a
\ \/— 2
On choisit
ry = 4 /\2 ,

avec A obtenu par la table de la loi normale centrée réduite.
Sur Péven~inent 4., on prend

r_ =4\

et on a la relation suivante entre r_ et N°:

o (B.~B.)
~ N
- RN A T AR
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Exemple 5.2 Pour B_ = —1, B, = —0.25 et a = 0.05 on obtient » = 10.89.
Pour les estimations des temps moyens on obtient: AtN} = 9.66, AtN: =
38.52.

Deuxiéme procédure:

Il semble que dans le test précédent le temps d’attente pour prendre une décision
soit “trop” long. En effet les bornes r, et r_ sont déterminées indépendamment
Pune de Pautre. Pour réduire ceite durée, nous proposons une autre procédure.

Pour des constantes !} > 0, I, > 0 & déterminer, on introduit le temps d’arrét
N~:
N =inf{n >igt.q Ly 2 hou L, < =L} Am.
Reégle de décision :
o Si Lys 2 [; on décide “A.”.
o Si Ly. < —I; on décide “A_".

¢ Sinon, on ne peut pas décider.

On utilise 2 nonveau Papproximation des processus discrets par des diffusions
pour déterminer les constantes {; et .

Sur Ay, on approche L, par {(;; t = Ain}, ol {(;} est le processus de
diffusion défini par I’équation différentielle stochastique

(By — B_*As. . /K3 (B — B_)
\4+ ] + P4
STa—dt+ S W, .

On introduit le temps d’arrét T :

dCt =

T;=inf{t>20: (2>bou( < —1}.

On définit la probabilité pi(z) = Fyex({Cr; = ~11}[A4). En utilisant la for-
mule de Dynkin, on obtient I'équation différentielle ordinaire suivante:

{ p:, +p'+ =0
pel=l) = 1. py(l) = 0.

La résolution de cette équation nous donne la probabilité de “refuser A4 a tort
?, p+ = p4(0) (cf. [Fleming-Rishel][chapV.th7.1]):

1~ eh

ly = e,
P+ c’!—e"?
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Par un raisonnement identique sur A_, on obtient I’expression de la proba-
bilité d’erreur p_ = p_(0):

1—-eh

p— - 612 —_ e"ll :

De méme, on calcule les temps moyens pour prendre une décision en résolvant
deux équations différentielles ordinaires (cf. [Fleming-Rishel][chapV. th7.1}).
Plus précisément E(T’;) est donné par la solution de I’équation

Ay (By = B)? w  Ay(By—B.)?

212 I+ 212 g+ +1=0
9i(=l) = g4+(l2) =0
au point 0.
On obtient E(T") de facon similaire:
. —2B4(2+ At By)
E(T-i-) = (B+ _ B_)2 [12 - p+(ll + 12)] s
e —-2B_(24+ At B.)
E(F—) (B+ _ B..)2 [ll "P-—(ll +I2)}
Remarque 5.3 Dans les applications on prend généralement p, = p. = a.

Ainsi un simple calcul nous donne

] —
11 = [2 =In a
a

et on note que

B_

E(T.) = —E(T}).

By

Exemple 5.4 Pour B_ = =1, B, = —-0.25 ¢t a = 0.05, on obtient |} = I, =

2.94. Les temps moyens sont alors £(T, =4.70 et £(17) = 18.79.

Remarque 5.3 Pour comparer les temps moyens des deux procédures, on s’in-
téresse au signe de Pexpression:

1~
2X —(1-2a)ln na,

avec A tel que

A
\/%.?; [_w e~y = a.

On vérifie numériquement que cette expression est pesitive, V0 < o < 1/2.
On en déduit que pour une probabilité d’erreur donnée, les temps moyens de la
premiere procédure sont plus grands que ceux de la deuxiéme. Cette différence
est d’autant plus grande que o est petit.
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En préparation de I’étude du cas € > 0, nous réécrivons la statistique L,

sous une autre forme. En utilisant ’égalité

. . 1/, . . .
G (Gke1 — Jk) = ~3 ((yk+1 — Gk)? = i + y:)
on obtient
B.-B_,, 2 B, - B_ .
L, = T (Trosnir = Ti4r) — 377 k=§+l(yk+l — §x)
B2 _ B2 fo+n
Attt ___= Z 2.
2 F2 k=1g41

Lemme 5.6 Sur AL U A_, on a l’estimation:

to4n
Y (rsr — )% - TPn At = O(VAY).
k=ig+1

Preuve Démontrons, par exemple, ce résultat sur ’événement A,.

Sur A ,ona:

gk-{-l = f]k + At}1+ B+ T + VAtU+ I]+ Ug

d’ou Pexpression:

t1o4n fo+n to+n
Y. (=) = ACPHIBY Y af+4AtI? Y o
k=1941 k=io+1 k=15+1
to+n
+2A8%? 1% oy B, Z Ty Uk
k=141
On obtient I'estimation:
to+n wo4n
E Z (frp1 — 1};;)2; Al < AL? 113_ Bi Z E(:c;‘:) + AtnT?.
k=io+1 k=ip+1

’égalité

1o+n ig+n
E[< 5 (5 )] -0,

k=ig+1 k=10+1
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entraine

fo+n 2
E[( Y (17L-+1'-37k)2‘"F2"At) ; Ay
k

‘- =ig+1

. . 2
ton to+n
< E (At"f{iyi > i +2007 H2 6, B, 3 xkuk)

k=941 t=to+1

to-+n 2 fo+n fo+n
+ACT'E ([ Y & +2ACT* I BEE || ¥ u2)( > 22
k=ig41 kz=ig+1 k=ig+1

—AFRT - 2A8R TP HE B Y E(2d). (24)

k=ig+1
On remarque que

fon t6+n
E[( > uf.)z] = Y E(uz_)+n(n-—1}=n(n+2),

k=1g+1 k=ig+1
puisque {u;} est un bruit blanc standard. Ainsi on a:

to+n

APTE ( > uf,) — A R®T = 9A82 T

k=141

On utilise Pinégalité (a +b)? < 242 4 252 pour traiter le premier terme de (24) et
i"inégalité de Cauchy - Schwarz pour le troisieme. Vi que les moments d’ordre
2 et 4 de zy sont finis sur l'intervalle [a.b] et que n < (b - a)/At. on obtient la
majoration suivante:

=ig+1

2

o+n

E (Z (ﬂ:.-n—m)?—l‘an\t) S Gp At
k

0l ¢g 4 est une constante positive dépendante de Iintervalle [a. b} fixé.

Sur I’événement A_. la démonstration est similaire.

5.1.2 Lecase>0

On définit la statistique LS comme il suit:

(3 B -—B— 2 l
L, = "—%"I‘T—(.'/x’:)-{-n-f'l-yizo-{»l)_;ne(B-{*-B—)
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B? - B? iotn
—64'2"11'2—“ > i (25)
k=io+1

On considére At = ¢ et on s’intéresse 3 ’écart LS — L.
k1)

Théoréeme 5.7 Sur les événements C et C définis dans la section 3, on a
lestimation

Lt = L, = O(5).

Preuve
On démontre d’abord que L¢ — L, cst d’ordre O(y/z) sur A, U A_.

] B, - B. _ )
Ln - Ln = ’_ﬁ‘{—' ((y;20+n - y?o-{»-n) - (yl20+1 - y£20+1))
B _ B_ to+n . R
+"'+T)"IT‘ > (k1 — ) = T?ne
= lk=1041
Bi — B2 win ) 2
—e =t 3 (-3
272 kool
Légalité
vi = 9F = VEur (2h(z) + VE i)
implique
) B, - B.
[/n - Ln = \/E—i'f:z—” (vlo+n+l h(xic+n+l) = Vip+1 lz(:z',°+1))
By - B [ ur
+——‘§2-f;3-— Y (hlarg) = b)) = TPne
k=191
B, - B_ B? ~ BZ fo+n
€ —%—I‘_?_—(U?owm + k) - "ig'ﬁ—' > vih(zi)

k=10+1

Jr - 32 1o
2 D4 - 2
+€ 5T?
Sachant que {vy} est un bruit blanc gaussien standard et que tous les mo-

ments de x sont finis pour & < m, on déduit a 'aide du lemme 5.6 que LE — L,
est d’ordre O(\/€) sur AL U A_.
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Pour raisonner sur C, on remarque tout simplement qu’on a la majoration
E[(L: - L,)?;C] < E[(Lt-L,)?; AL UA]
FE[(LS ~ L) 5 €0 (A4 UALY].
De P'inégalité de Cauchy~Schwarz, on obtient
E[(L: - L,)*; C) S E[(Lf — L)|"? PIC N (AL UAL)]/2 4+ Ce.

Du fait que E[(Lf —
sur ’événement C.

De méme, du théoreme 3.6, on déduit le résultat sur ’événement C.

L,)"] € C et de la proposition 3.1, on déduit le résultat

n

Etant donné que les bornes déterminées dans le paragraphe 5.1.1 sont d’ordre

O(1). il est donc légitime, d’apres le résultat précédent, de les utiliser pour tester
L5,

D’apres la remarque 5

.5, nous avons choisi d’implémenter le test selon sa
deuxieme version.

5.2 Test du rapport de vraisemblance sur les sorties des
filtres de Kalman — Bucy

On montre que la statistique L,. utilisée dans lc paragraphe 4.2 sous I'hypothése
(11D1), permet encore de décider entre les alternatives “A,” et “A_” sous
I'hypothese (H D2).

Soit ig <17y <1y +n.Ona

. z|+n 1 ty+n
u:—TAwH-Z(mxw&))4mmwﬁﬁwy
h=1y kzmey

ou Zi = [,(1 +eBy )it — H_(1 +eB_)ir .
On rappelle la définition du terme de précision du test:

l)+ﬂ

2/2

k—:;

P

Sur A, apartir de 'expression récursive de Zj, (équation (16)), on obtient:

E(Z},,:Ad] € (1 4eB)*(1 ~ H_K_E[Z}; A,]

]
+€2(] -+ 5B+)2(B+ - B 21‘12E{A+2 A-}.] . %%
belly K o(l +eBy) — H_K_(1 +B_)Po* .

£
o
37

f‘:-%
pix ]
L
% %
oy
iy
A
3

Pheis
B
R

+2€(l +EB+)(1 +€B._)IB+ - B_l(l - [[_](_)1]+E[Zk ilkft.;A.*.] .

33

S e e A SR A G MR R YA e R ey D "‘5?;3, &




R S K«Wmmg

On utilise I'inégalité
H_K_
26(1 + EB..)(I 4+ EB+)!B+ — B..!H.{.
2 (1 + EB..)(I + €B+)|B+
2H_K.

Sous (HD2), la différence H K, — H_K_ est d’ordre O(e).
On utilise le fait que

0<(1+eB )1 -H. K+ H K. (1-H.K.)<1-H.K_+Ce <1.

Sous P’hypotheése (H4), on obtient, de la méme fagon que dans le paragraphe
4.2,

E(Zi 3} ; A4] <

E[Z}; A4]

N =By g g,

E[Zz,A.*.] S A+€2+C€3,

ou
A _ (B+—B—)2 J
P B2 +eBy) T

Sur A_, on fait un raisonnement similaire.

Remarque 5.8 Le processus {Z;} est d’ordre O(y/g) sous 'hypothese (HD1)
et d’ordre O(e) sous I'hypothese (H D2).

De méme que pour le test précédent, on considére deux types de procédures.

Premiére procédure:
Pour 7 fixé, on introduit le temps d’arrét
N =inf{n2>21: R, 2r}Am.

On calcule L, jusqu'a ce qu'on ait R, > r. Par un raisonnement similaire &
celui du paragraphe 5.1, on choisit » = max(r_,r,) avec

ro =400 et ry = 4A%9Y,

La constante A est obtenue par inversion de la fonction de répartition de la loi
N(0,1) calculée pour la probabilité a. Les estimations des temps moyens pour
prendre une décision sont données par

,~B.(2+¢eB.)

SV' =
N = AN B
~B,(2+¢B,)
N = 2 + ha .
eNy 4 (B, —B.)2
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Remarque 5.9 Les temps moyens pour prendre une décision associés a cette
procédure sont identiques & ceux du test précédent quand on considére le méme
type d’approche (cf. paragraphe 5.1).

Deuxiéme procédure:

Soient [} > 0 et I; > 0 des bornes fixées.
On introduit le temps d’arrét N*:

N* =inf{n > i : Ln> l,ou L, < ~L}Am.

Raisonnons sur ’événement A, par exemple.

Nous savons, d’aprés ce qui précede, que sous ’hypothese (H4) le processus
& = Zivryer est approximativement un processus mélangeant. Par un raison-
nement similaire & celui du paragraphe 4.2, pour t = ¢ n, on approche L, par le
processus de diffusion {¢,} défini par:

d¢, = A [2dt +\/O+A, dW} .
On obtient la probabilité d’erreur py, “probabilité de refuser A, a tort™:

1 — e mh

)y = —e———
P+ el — p=nsly’

olt ny = 1/J% ainsi que le temps moyen pour prendre une décision sur A, :

. Iy L+
E +>=2(A —m(-’—.—i)).

De méme, on obtient la probabilit¢ d’erreur p_. “probabilité de refuser A_
a tort”:

] —¢=n-h

])__ =

(71—12 - (;"7)—~ll ’

oun. = 1/~ et le temps moyen pour prendre une décision sur A_ :

Remarque 5.10 Sous (H D1) les temps d’attente moyens sont d’ordre O(¢)
tandis que sous (/1 D2) ils sont d’ordre O(1). On peut s’attendre donc a ce que,
dans ce deuxieme cas, il y ait des intervalles oli aucune décision ne sera prise.

e Ao A
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Remarque 5.11 Sous I'hypothese (H D2), écart 9+ — ¥~ est d’ordre O(e),
donc les bornes [; et I, sont “tres proches”. On a une situation similaire & celle
décrite dans la remarque 5.5, i.e. les temps moyens d’attente sont plus longs
dans la premiére procédure que dans la deuxiéeme.

Le test du rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres de Kalman sera
mis en ceuvre selon la deuxieme procédure.
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6 Application

Nous rappelons que notre objectif est d’étudier le comportement des filtres pro-
posés par rapport a la solution optimale du probléme de filtrage et de comparer
les différentes procédures permettant de les obtenir. Nous devons donc, en pre-
mier lieu, définir des criteres de comparaison.

6.1 Les critéres de comparaison
Une premiére idée est de considérer, pour une probabilité d’erreur fixée,

¢ Pamplitude moyenne des intervalles détectés, pour comparer les tests de
détection

¢ le temps moyen nécessaire pour prendre une décision, pour comparer les
tests de détermination du signe.

Pour comparer les tests en termes de probabilité d’erreur, il semble naturel de
s'intéresser aux pourcentages suivants:

e pourcentage d’'intervalles détectés corrects.

» pourcentage de décisions correctes (i.e. nombre de décisions correctes par
rapport au nombie de décisions prises).

Nous qualifions une décision de correcte lorsque le signe choisi correspond a
celui de la trajectoire. ceci sur un intervalle de monotonie correct.
Les temps moyens pour atteindre une décision sont calculés d’abord théori-

quement (voir les paragraphes 4 et 3) et sont ensuite confrontés anx résultats
obtenus par simulation.

6.2 Exemples

L’étude du probleme sous I'hypothese (/1 D2} étant notre principal centre d’inte-
rét, nous considérons des exemples vérifiant cette hypothése et nous appliquens
les différents tests décrits dans le paragraphe 5. Nous étudions l'influence de la
fonction d’observation sur efficacité des tests, dans 'exemple 6.2 et celle de la
dérive dans 'exemple 6.3. Nous nous intéressons ensuite & un exemple vérifiant
Ihypothese (H D1), présenté dans [FJSZ]. Ceci nous permettra d’illustrer que
dans ce cas, los décisions sont prises beaucoup plus rapidement que sous (HD2).

Nous justifierons ce fait par ’étude du comportement de la solution de I’équation
de Zakai.
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Dans ie paragraphe 5, sous (HD2), nous avons proposé une méthode de
détermination des bornes pour les tests du signe et d’estimation des temps
d’attente sous ’hypotheése (H4): B_ < 0 et By < 0. Il est intéressant d’étudier
les résultats obtenus dans le cas oit 'hypotheése (H4) n’est pas vérifiée. C’est ce
que nous nous proposons de faire dans I’exemple 6.6.

Pour chaque exemple, nous commentons les résultats statistiques sur le com-
portement des tests. On peut consulter ces résultats dans 'annexe A.

Remarque 6.1 On rappelle que la détermination des bornes utilisées dans les
tests de décision sur le signe repose sur la possibilité d’atteindre une situation
stationnaire. Une fois les passages & zéro détectés, nous devons attendre un
“certain” temps, ng, avant de cumuler les satistiques de décision des tests. Ce
temps est cependant assez court puisque, comme nous 1’avons déja remarqué, a
Uintérieur d’un intervalle de monotonie, le systéme a tendence & accompagner
rapidement I’évolution du systeme linéaire associé. Nous avons choisi pour ces
exemples ng = 6.

6.2.1 Exemples sous ’hypothése (HD2)

Exemple 6.1 On considere le systeme

Tipr = T +0.01b(a) + V0.0l uy, 29~ N(=5,0.1)
{ ye = lod + V001,
avec
b(r):{—m’ <0
~025z. >0.
[On s’}intéresse tout d’abord a une trajectoire simulée sur l'intervalle de temps
0.10j.

Dans ce cas, les résultats des différentes procédures étant similaires, nous
illustrons par la figure 1, uniquement ceux des tests de détection et du rapport
de vraisemblance sur les observations.

Dans cette figure. la trajectoire du signal & estimer est tracée en trait plein et
le filtre proposé en pointillé. Les intervalles de monotonie détectés sont signalés
en noir dans le cas ol une décision est prise sur le signe et en gris s’il n’y a pas de
décision. Nous rappelons que sur un intervalle de monotonie, si le test appliqué
décide “signe positif”, (respectivement “signe négatif”) on trace la sortie du
filtre de Kalman-Bucy (7) (respectivement la sortie du filtre (8)). Si le test ne
prend pas de décision, les sorties des deux filtres sont représentées.
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Il est interessant de regarder le comportement de la solution optimale pour
ce probleme. Dans la figure 2 on représente, en plus de la trajectoire (en trait
plein), estimation optimale obtenue par résolution numérique de 1’équation de
Zakai (en trait pointillé). entourée par sa région de confiance correspondante a
une probabilité de 95%. Un générateur automatique de programmes FORTRAN
a été utilisé pour obtenir cette solution.

Dans les figures 3 a 6, on trace la densité conditionnelle a divers instants
de Vintervalle [0,10]. Le trait vertical correspond % la valeur du signal simulé
a linstant £. On note qu’au moment ot la décision sur le signe est prise, la loi
conditionnelle approche une ioi gaussienne et que prés d'un passage a zéro, la
loi conditionnelle a deux “bosses”.

On peut constater, par exen ple, qu’a 'instant ¢ = 6.5 les tests, ayant déja
detecté un intervalle de monotonie. ne sont pas encore capables de décider sur
:e signe. Cette décision sera piise aux environs de ¢t = 8.48. En regardant le
comportement de la solution de 'équation de Zakai, on remarque I’existence
de deux “vosses” a partir de Pinstant ¢t «= 3, approximativement. A linstant

= 8.48, instant ol les tests de décision svs le signe sont capables de prendre
une décision, une des “bosses” de la densité conditionnelle est déja négligeable
(voir la figure 5), ce qui explique le fait qu’une décision puisse étre prise. A cet
instant, le filtre proposé et I’estimation optimale ont un comportement similaire.

On s’intéresse maintenant aux résultats numériques obtenus pour une tra-

jectoire simulée sur I'intervalle de temps [0, 100] (voir les tableaux 1 et 2).
On constate que

o Le test de détection sur le sorties du filtre de Kalman-Bucy permet de
détecter des intervalles de monotonie plus longs que le test sur les obser-
vations; cependant P'erreur commise c«t aussi plus grande.

o Le fait d’augmenter la borne de détection (par exemple en diminuant
la probabilité d’crreur a) entraine évidemment la détection d'intervalles
de monotonie plus petits. Il semble que nous controlons moins bien la
probabilité d’erreur du test sur la sortie des filtres de Kalman-Bucy que
celle du test sur les ohservations. Voyons par exemple ce qui se passe

quand on prend ag = 5% (voir le tablcau 2). Le pourcentage d’erreur de
détection p, est supérieur a celui qui avait été¢ imposé.

e Les résultats des tests de décision sur le signe basés sur le rapport de
vraisemblance sur les observations ou sur les sorties du filtre de KKalman
sont comparables. Toutefois le temps moyen pour prendre une décision
semble étre legerement plus petit dans le premier cas que dans le deuxieme.
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o Le fait de diminuer la probabilité d’erreur pour la décision sur le signe
entraine naturellement une réduction du pourcantag: d’intervalles avec
décision et des temps d’attente plus grands pour prencir~ cer décisions.

Remarque 6.1 Les temps moyens pour prendre une décision calculés théori-
quement sont beaucoup plus élevés que ceux vérifiés en pratique.

Exemple 6.2 On modifie la fonc*ion d’observation dans I’exemple 6.1. On con-
S, .ere:

hiz) = 0.4 |2].

On obtient les résultats présentés dans le tableau 3.

Le fait de diminuer le coefficieat |H,| = |H.| semble avoir pour effet ’aug-
mentation des pourcentages de détection d’intervalles correcis. Autrement dit,
lorsqu'on diminue le coefficient |Hy| = |H_|, les constantes des tests de détection
augmentent. On détecte plus de passages a zéro el les longueurs des intervalles
de momotonie diminuent. Ce comportement des tests est satisfaisant vu qu’une
diminution du coefficient |H,| = |H_| est équivalente & une augmentation du
bruit d’observation.

On vérifie également une “legére” diminution des temps d’attente pour pren-
dre une décision. Ceci s’explique du fait que les statistiques des tests du signe
sont calculés loin des passages a zéro.

Dans ce cas, le test de détection des passages & zéro basé sur les sorties d’un
des filtres de Kalman-Bucy est meilleur que celui basé sur les observations.

Exemple 6.3 On considére les mémes parametres que dans l'exemple précé-
dent sauf pour la derive b(z) :

Les résultats sont a consulter dans le tableau 4.

On remarque que le pourcentage de décisions est maintenant plus élevé et
que le temps moyen pour prendre une décision diminue consicdérablement. Ceci
illustre parfaitement les calculs théoriques présentés dans le paragraphe 5. Le
fait de diminuer le rapport |B4|/(By — B.)? (tespectivement |B_|/(B, ~ B.)?)
a pour effet d’augmenter le terme de précision dans les statistiques L et L. On
obtient donc de meilleurs résultats, notamment pour le temps d’attente “coté
positif” (respectivement “cbté négatif”).
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6.2.2 Exemple sous I’hypothése (HD1)

Exemple 6.4 Nous changeons la fonction d’observation de I'exeniple 6.1:

-z, L0,
h(z)_{ 2z, z20.

Le systéme considér¢ vérifie 'hypothese (H D1).

Par les figures 7 a 10, nous illustrons les résultats des différentes procédures
appliquées & une trajectoire simulée sur l'intervalle de temps [0, 10]. Nous re-
marquons que le test de la variation quadratique décide plus souvent que le test
sur les sorties des filtres de Kalman-Bucy.

Le comportement de P’estimation optimale et sa région de confiance a 95%
représentés dans la figure 11, montrent clairement que dans ce cas, la loi condi-
tionnelle approche beaucoup plus rapiden:ent une loi gaussienne aprés un pas-
sage & zéro que dans ’exemple 6.1 (voir la figure 2). Ceci justifie le fait que nous
décidons du signe de zj plus souvent scus 'hypothése (HD1) que sous (HD2).

La comparaison entre les figures 12 4 14 et les figures 3 2 6 (voir I’exemple 6.1)
illustre & nouveau Ia remarque précédente. Dans ce cas, une des deux “bosses” de
la loi conditionnelle s’estompe rapidement aux environs des instants de décision
(t = 6.86 et t = 6.88), tandis que dans I’exemple 6.1 on ne retrouve un tel
comportement qu’aux alentours de 'instant ¢ = 10.

Les résultats numériques des tests appliqués a une trajectoire simulée sur
intervalle de temps {0,100} (voir le tableau 5) mettent également en évidence
que les temps d’attente pour prendre une décision sous ’hypotheése (HD1) sont
nettement plus courts que sous I'hypothese (H D2).

Remarque 6.5 Quelques remarques sur les résultats des procédures appliquées
a plusieurs trajectoires simulées sur un intervalle de temps [0, 100).

e Les tests détectent moins de passages a zéro lorsque ’écart |H, — H_|
augmente et le taux d’erreur est supérieur au taux souhaité. De fagon
plus nette que sous (HD2), nous contrdlons “moins bien” la probabilité
d’erreur du test de détection sur la sortie d’un des filtres de Kalman-Bucy
que celle du test sur les observations.

o Pour une différence |0, H, ~ o_H_| = 0.5, les tests de détermination du
signe ont des taux d’erreur supérieurs & ceux demandés. Le test de la
variation quadratique a tendance a décider plus souvent que le test du
rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres de Kalman-Bucy, mais
semble généralement moins fiable. (cf. [FIS7]).
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o En augmentant ’écart oy H, —o_ H_|, les tests de détermination du signe
décident plus souvent et prennent moins de fausses décisions.

6.2.3 Un exemple sous ’hypothése (HD2) ne vérifiant pas (H4)

Exemple 6.6 On considére le systéme suivant:

Trpr = T +0.01(zy) + V0.0l uy, 20~ N(--S,O.l)
ka! + v/0.01 Uk,

Yk

avec

-z <0
b(x)={ 0.2z z20

Remarque 6.7 Le coefficient de dérive B, étant positif et B_ étant négatif,
il y a “peu” de passages a zéro et le signal a tendance a “fuir” vers 'infini dés
qu’il est du coté positif.

Nous étudions un cas ol I’ hypothése (HD2) est vérifiée mais pas (H4).
Cependant on applique les tests présentés dans la section 5. On rappelle que
les bornes utilisées dans ces tests ont été déterminées sous I'hypothese (H4) et
ne sont plus justifiées dans cet exemple. Il est donc intéressant de regarder les
résultats qu’elles engendrent dans une telle situation.

Dans la figure 15, nous tracons le filtre approché construit a partir du test
de détection et du test de rapport de vraisemblance basés sur les observations.
Les résultats obtenus par les autres procédures sont similaires.

En comparant le filtre proposé et ’estimation optimale (voir la figure 16), on
remarque que leurs comportements sont semblables sur I'intervalle de monotonie
détecté [0, 3] et aussi & partir de I'instant ¢ = 7, environ. Ceci est satisfaisant vu
que sur I'intervalle de monotonie {5.80, 10}, les instants de décision sur le signe
sont ¢ = 7.15, pour le test sur les observations, et ¢ = 7.20 pour le test sur les
sorties des filtres de Kalman-Bucy.

On se permet de conclure qu’au moins pour certains cas ne vérifiant pas
’hypothése (FH4), on peut encore utiliser les bornes calculées sous cette hy-
potheése et obtenir des résultats “corrects”.

Remarque 6.8 Dans cette situation ol I'hypothese (H4) n’est pas vérifiée,
nous ne savons pas estimer théoriquement le temps d’attente d’une décision.

(PO




7 Conclusion

On a décrit des tests permettant de déterminer les intervalles de linéarité de la
fenction d’observation, pour un systéme linéaire par morceaux en temps discret
avec petit bruit d’observation. Deux types de tests sont nécessaires: un premier
test permet de détecter les intervalles ol il n’y a pas de passages & zéro; un
deuxizme test permet de décider du signe pris par la trajectoire sur cet intervalle.
Sous '’hypothese (HD2), différents tests on été proposés. Pour la détection de
I’intervalle de monotonie, on a le choix entre un test basé sur les observations
et un test basé sur les sorties d’un des filtres de Kalman-Bucy. Pour 1’étape
de décision du signe, on décrit un test de rapport de vraisemblance sur les
observations et un autre test de rapport de vraisemblance sur les sorties des
filtres de Kalman—-Bucy.

L’efficacité des tests de détection dépend de la détermination de la valeur
d’une borne, le “cutoff”. Une formule permettant d’obtenir cette valeur a été
justifiée théoriquement pour le test basé sur les observations. Ceci n’a pas été
de méme pour le test basé sur les sorties du filtre de Kalman-Bucy. Ul nous sem-
ble donc naturel que ce deuxieme test se comporte moins bien que le premier.
Quant aux tests de détermination du signe, on a vérifié que leur comportement
est semblable. Des formules permettant de determiner les bornes et les temps
moyens d’attente pour prendre une décision ont été obtenues théoriquement
sous I’hypothese (H4). Les probabilités d’erreur fixées sont & coraparer avec
celles obtenues sur le probleme simulé ainsi que les temps moyens d’attente.
On remarque de manieére générale, que les temps moyens d’attente calculés thé-
oriquement sont plus longs que ceux obtenus en pratique. On note également
que ordre de grandeur des temps moyens d’attente théoriques et empiriques est
plus grand si on se place sous ’hypothése (HD2) que sous I'hypothése (HD1).

On peut envisager d’étendre 'étude ici présentée a des systeémes ot les fonc-
tions b, o et h possedent ! points critiques, avec { > 1. On peut aussi considérer
des systémes de dimension n 2 1. avec des bruits correlés.

Une extension au cas de fonctions monotones par morceaux existe dans
[Fleming-Pardoux], sous ’hypothése (HD1). Des essais ont été faits par [FJSZ]

dans le cas d’une dynamique non linéaire. Il reste a justifier son analogue sous
I'hypothese (HD2).
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A Résultats numériques et représentations gra-

phiques des exemples présentés dans la sec-
tion 6

A.1 Résultats numériques

Nous introduisons les notations suivantes:

TDO

TDK:
TLO:
TLK:

Qg
a,:

C:

Test

Test du signe | TLO TLK TLO TLK

Tableau

: test de détection sur les observations.

test de détection sur la sortie d’un des filtres de Kalman-Bucy.

test du rapport de vraisemblance sur les observations.

test du rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres de Kalman
-Bucy.

niveau d’erreur pour le test de détection.

niveau d’erreur pour le test de détermination du signe.

“cutoff” du test de détection.

: intervalle de confiance du test de détermination du signe.

: temps moyens théoriques d’attente d’une décision.

: pourcentage de pas de temps détectés.

: pourcentage d’intervalles de monotonie corrects.
: pourcentage de pas de temps avec décision.

: pourcentage de décisions correctes.

: moyennes empiriques des temps d’attente d’une décision.

de détection | TDO TDO TDK TDK

C | 0.143 0.142 0.143 0.143
~h 1 | -2.94 2.94 | -7.70 7.67 | -2.94 2.94 | -7.70 7.67
ET: ET; | 188 4.71 | 18.9 4.69 | 18.8 4.71 | 18.9 4.69

m | 84.5% 84.5% 86.3% 86.3%

p2 | 96.3% 96.3% 93.2% 93.2%

ps | 40.6% 40.6% 41.7% 41.7%

pe | 100% 100% 100% 100%
T.T. 113 15)13 15(21 16|17 16

1: résultats numériques pour I'exemple 6.1 (ay = 5%, a, = 5%)
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Test de détection
Test du signe

C

-l

ET: ET}

15

D2

p3

_ P
T T,

Tableau 2: résultats numériques pour I'exemple 6.1 (ag = 2.5%, a, = 5%)

Test de détection
Test du signe

C

-l L

ET: ET;

2

)

D3

. P
T T,

Tableau 3: résultats numériques pour ’exemple 6.2 (ayg = 5%, a, = 5%)

TDO TDO TDK TDK
TLO TLK TLO TLK
0.17 0.17 0.17 0.17
-2.94 294 | -7.70 7.67 | -2.94 2.94 | -7.70 7.67
18.8 4.71 | 18.9 4.69 | 18.8 4.71 | 18.9 4.69
82.4% 82.4% 84.2% 84.2%
97.9% 97.9% 97.5% 97.5%
39.0% 39.0% 41.4% 41.4%
100% 100% 100% 100%

1.3 15]13 15121 15|17 1.5

TDO TDO TDK TDK
TLO TLK TLO TLK
0.121 0.121 0.302 0.302
-2.94 2.94 | -4.38 4.36 | -2.94 2.94 | -4.38 4.36
18.8 4.71 | 18.9 4.70 | 18.8 4.71 | 18.9 4.70
70.8% 70.8% 75.4% 75.4%
98.4% 98.4% 98.8% 98.8%
35.0% 34.9% 40.1% 38.8%
100% 100% 100% 100%
0.0 1.1}0.05 12(00 14005 1.5
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Test de détection
Test du signe

C

—'11 12

ET: ET;

"

P2

P3

_ P4
T_T,

"Tableau 4: résultats numériques pour I'exemple 6.3 (g = 5%, a, = 5%)

TDO TDO TDK TDK
TLO TLK TLO TLK
0.144 0.144 0.144 0.144
-2.942.94 | -7.69 7.54 { -2.94 294 { -7.69 7.54
2.350.117 | 2.400.115 | 2.350.317 | 2.490.115
85.5% 83.5% 8§7.0% 87.0%
95.3% 95.3% 92.5% 92.5%
66.8% 66.8% 69.3% 68.4%
95.8% 100.0% | 90.0% 94.7%
0.0 0.2810.12 02900 0.300.12 0.33

Test de détection [ TDO TDO TDK TDK
Test du signe | TLO TLK TLO TLK
C [0.165 0.165 0.165 0.165
~lh 1y | -4.702.37 | -15.80 7.80 | -4.70 2.37 | -15.80 7.80
ET*ET; | 0.44 0.13|246 0.44 |0.44 0.13|2.46 0.44
P | 86.6% 86.6% 88.2% 88.2%
P2 | 93.5% 93.5% 87.5% 87.5%
ps | 711.2% 63.4% 76.1% 65.4%
ps | 82.4% 87.0% 71.1% 66.7%
T_T,10.38 029]1.60 0.28{0.40 0.37{1.60 0.30

Tableau 5: résultats numériques pour l'exemple 6.4 (ag = 5%, a, = 5%)
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A.2 Représentations graphiques

g A FRAUIEASID kR s NN - AN L by - -

&



e

(testdobs-testirobs)

signal + estimate

. R AT
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Figure 1: Sous (H D2), exemple 6.1: tests de détection des passages a zero et de
décision du signe basés sur les observations.
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Figure 3: Sous (H D2), exemple 6.1: densité conditionnelle & I'instant ¢ = 6.5
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Figure 4: Sous (H D2), exemple 6.1: densité conditionnelle a P'instant ¢t = 7
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Figure 5: Sous (H D2), exemple 6.1: densité conditionnelle a 'instant ¢ = 8.48
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(testdobs-testqv) signal + estimate

1 1 i L

Figure 7: Sous (H D1), exemple 6.4: test de détection des passages & zero basé
sur les observations et test de décision du signe basé sur la variation quadratique.
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Figure 8: Sous (H D1), exemple 6.4: test de détection des passages a zero basé

sur les observations et test de décision du signe basé sur la sortie des filtres de
Kalman-Bucy.
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(testdko-testqv ) signal + estimate

1 Ly ¥ T

Figure 9: Sous (H D1), exemple 6.4: test de détection des passages & zero basé

sur la sortie des filtres de Kalman-Bucy et test de décision du signe basé sur la
varjation quadratique.
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Figure 10: Sous (HD1), exemple 6.4: tests de détection des passages a zero et
de décision du signe basés sur la sortie des filtres de K(alman-Bucy.

St 2okl WAL st e
-

k3
¥

,q,:; R F&‘,’;‘; s

44

g
o

57

R N v o]
*%;‘g;} i
* T




el

"
S

-

iy p e 0T W R AN

signal + estimate
4 T T T T
3
2 3 e 1.
Ak ‘
z 5
3
. % 5 % 3 ]
? £ 5
& % ,
% Y 3
ol gt % kel l
: b Wit N 3
£3 L5, B > ¢ v
e . 3 3
kN d
s T N
7.
2 -
2
P 1 1 1 1
[ 2 4 é 3 10

Figure 11: Sous (H D1), exemple 6.4: solution de I’équation de Zakai (le niveau
de gris correspond a une région de confiance a 95%).
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Figure 12: Sous (HD1), exemple 6.4: densité conditionnelle a I'instant ¢ = 6.60

e & et

o

e b B et LS 3 0

Figure 13: Sous (H D1), exemple 6.4: densité conditionnelle a I'instant ¢ = 6.86
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Figure 14: Sous (H D1), exemple 6.4: densité conditionnelle a 'instant ¢ = 6.88
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Figure 15: Exemple 6.6: test de détection des passages & zero basé sur les ob-
servations et test de décision du signe basé sur la variation quadratique.
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Figure 16: Exemple 6.6: solution de ’équation de Zakai (le niveau de gris cor-
respond & une région de confiance a 95%).
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Filtres approchés pour un
probléeme de filtrage non linéaire
d’une diffusion de dimension 2
mesurée par un processus de
dimension 1 faiblement bruité
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FILTRES APPROCHES POUR UN PROBLEME DE FILTRAGE

NON LINEAIRE D’UNE DIFFUSION DE DIMENSION 2 MESUREE
PAR UN PROCESSUS DE DIMENSION 1 FAIBLEMENT BRUITE

APPROXIMATE FILTERS FOR A NONLINEAR FILTERING
PROBLEM OF A TWO-DIMENSIONAL DIFFUSION MESURED BY
A ONE-DIMENSIONAL PROCESS IN A LOW NOISE CHANNEL

Résumé

On fait une étude asymptotique d’un probléme de filtrage non linéaire en temps con-
tinu, lorsque la variance du bruit d’observation tend vers 0. On considére un signal :
de dimension 2, dont une seule des composantes est bruitée, mesuré par un processus y
d’observation de dimension 1 faiblement bruité. Sous certaines hypothéses de détectabil-
ité, on démontre que ’erreur de filtrage converge vers 0 et on donne une majoration
pour cette vitesse de convergence. Les démonstrations font intervenir des résultats sur la
stabilité des sytémes différentiels linéaires non autonomes.

b v TE v

Abstract

We study the asymptotic behaviour of a nonlinear continuous time filtering problem. as
the variance of the observation noise tends to 0. We consider the case of a two~-dimensional
signal from witch only one of the components is ncisy, measured by a one-dimensional
observation in a low noise chanel. Under some detectability assumptions, we show that
the filtering error converges to 0 and we give an upper bound for this converging rate. The
proofs involve some results on the stability of linear non autonomous differential systems.
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1 Introduction

Du a sa vaste application dans les domaines de 'engénicrie, le probleme de
filtrage d’un signal aléatoire & partir d’une observation bruitée a fait objet,
détudes de la part de plusicurs auteurs. Iin particulier, le cas d’une observa-
tiou faiblement bruitée a été abondamment traité, pendant ces derni¢res an-
ndes. On peut trouver, dans la littérature, des travaux consacrés a la recherche
de fltres approchés asymptotiquement efficaces quand le bruit tend vers 0.
Parmis ces travaux on remarque un premier groupe oit le cas d’un systeme
unidimensionnel ayant une fonction d’observation injective est traité (cf. [KBS],
[Picard-86], [Bensoussan]). L’étude du cas multidimensionnel parait plus tard
avec [Picard-88]. Dans le cas d’une fonction d’observation non injective, des ef-
forts ont été faits pour résoudre certaines classes de probléemes. D’abord avec
[Fleming-Pardoux], qui ont traité le cas unidimensionnel avec une fonction
d’observation monotone par morceaux et plus récemment [YBS] et [Picard-89).
Dans [YBS], les auteurs étudient formellement le filtrage d’un signal de dimen-
sion 2 mesuré par un processus d’observation unidimensionnel. Dans [Picard-89],
l'auteur considére le probleme général du filtrage d’un signal multidimension-
nel au vu des réalisations d’un processus d’observation multidimensionnel et
il énonce et démontre des résultats sur Pefficacité du filtre de Kalman étendu
quand le bruit est faible.

Dans ce travail, on considére un systéme pour lequel la dynamique est mo-
délisée par un processus de diffusion de dimension 2, dont seulement une des
composantes est bruitée, et 'observation est modelisée par un processus de
dimension 1, faiblement bruité, mesurant I'autre composante.

On considere un espace de probabilité (2, F, Fy, P).

On s’intéresse au probleme suivant. On veut estimer, & Pinstant ¢, un signal
{X.} de dimension 2 donné par I"équation d’Itd

dzi(t) = fi(z(t),z2(t)) dt

(1)
dea(t) = fa(zi(t), x2(t)) dt + o(z1(2), z2(1)) du(t),

avec condition initiale Xo = (r1(0), 22(0)), au vu des observations o{y,,0 <
s < t} données par I'équation

dy(t) = h(x(t)) dt + e dw(t), (2)

ol {w} et {w} sont des processus de Wiener standards indépendants a valeurs
dans R et ¢ est un parametre supposé “petit”, € > 0.
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On cherche a démontrer que, sous certaines hypotheses de régularité sur
les fonctions f = (f1, f2), o et h, ce signal peut étre estimé par un filtre de
dimension finie.

Dans [YBS], les auteurs considérent ce probléme, entre autres. Ils obtiennent,
dans une situation stationnaire, des développements asymptotiques pour ie filtre
optimal et Perreur quadratique moyenne. De cette étude, ils déduisent un filtre
sous-optimal de dimension finie asymptotiquement performant.

Nous allons démontrer que ’erreur de filtrage est asymptotiquement nulle
quand € — 0 et qu’il existe un filtre approché de dimension finie pour ce pro-
bléme. Notre point de départ sera le filtre approché proposé par [YBS]. Nous
obtiendrons une estimation de la vitesse de convergence confirmant le résultat
de ces auteurs. La méthode de démonstration utilisée est inspirée par le contenu
de [Picard-89].

Ce travail est organisé comme suit. Dans une premiere étape on étudie le cas
ol la fonction f, est linéaire par rapport & z, et la fonction h est aussi linéaire.
Ceci est fait dans la section 2. Dans la section 3, on étudie le cas plus général
d’un systéme modélisé par les équations (1) et (2). Pour cela on se raméne, par
une transformation de coordonnées, au cas traité dans la section précédente. On
termine notre étude avec quelques commentaires sur le probléeme.

On utilisera, par la suite, la définition suivante:

Définition 1.1 Soit A, une famille (indezée par ¢ ) de processus mesurabies
bornés d valeurs dans l'espace des matrices 2 x 2. Soit (, la solution (& valeurs
matriciclles) de 'équation différentielle

.l = A
oz ®

Soit {4y = ({7, On dil que A, est exponentiellement stable avec tauz d’ordre
1/\/e s’il eriste des constantes c. C > 0 telles que

Vs <t [lColl < Cexpi—SE2y

N

ot ||. || représente la norme || All = supyy=, |Au| et |.| est la norme cuclidienne
dans R

Notation 1.2 On notera

U,
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un processus & valeurs dans R?.

Les constantes strictement positives indépendantes de € intervenant dans les
calculs seront notées c ou C, sans ezpliciter leur valeur.

Si A est une matrice on notera A* sa transposée. }

Par abus de notation, on supprimera quelques fois la dépendance en temps
dans les objets mathématiques ayant un indice inférieur.
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2 Le cas particulier d’une dérive linéaire par
rapport a z, et d’une fonction d’observation
linéaire

On consideére le cas particulier du systéme

dﬁl:](t) fl(xl(t),.’lfg(t)) dit

dzy(t) = falzi(t),z2(t)) dt + o (z4(2), 22(t)) duw(?) (4)
dy(t) = Hazy(t)dt +edw(t),

ayant comme hypotheéses
(H1) H > 0 et o est une fonction bornée
(H2) f, et f, sont des fonctions C! & dérivées bornées et

Ifr
‘5;; --F12>0.

On considere le filtre {A,} donné par I’équation d’Ito
q

261,

eH

({
dmy(t) = fi(mu(t),mo(t))dt + [dy(t) — Hmy(2) dt]

(5)
dma(t) = fz(x,(t),:rg(t))dt-i-%[dy(t)-—Hm,(t)dt],

avec condition initiale My et ol & est une constante strictement positive.

Pour ¢ = ¢ > 0. le filtre proposé dans [YBS] coincide avec ce filtre quand
on prend & = o.

On cherche a estimer Perreur de ce filtre, i.e., pour p > 1, on s’intéresse a
des majorations de E[ |.X, — M,]j*"]. Soit {Z,} le processus

Z, = ( 1/(;/5 ?)(X,-—M,).

On commence par écrire ce processus comme solution d’une équation différen-
tielle, dont la dérive sera définie par une certaine matrice A. De ’étude sur la
stabilité de cette matrice on déduit, en utilisant quelques propriétés élémentaires
du calcul matriciel, I’estimation de erreur du filtre.
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2.1 Deétermination d’une équation différentielle stochas-
tique pour le processus {Z;}

Des équations {4} et {5), on obtient "équation différentielle stochastique

0 1

N 26F;,
iz, = (UXE?)LﬂXﬂ—fML»ﬂ—H@a-mﬁ(lhﬁ 0) v

gle

YN |20k dw,
e VT H
U(.X() dw, -0 d?I"

On applique la formule de Taylor a la fonction f:

F(XY) = f(My) = F(&, m){(Xe — M),

ou {£} et {,} sont des processus a valeurs dans R? qui dépendent de {X,} et
d(:‘ {3[:} et

dfi dfy
F(fh /lt) é g;l (&) 3;2 (ft)
) 2 Jj2.

— L _.—._l i
axl (l l) amz J‘f)

On obtient alors que le processus {Z,} est solution de V'équation différentielle

stochastique )
/ 25k,
- . ( - —-**-‘dlb’g
dZ, = A, Z,dt + H . (6)
J(.\’g) (h.l); - 6dlE‘¢
o

a2 | Silbepd = =25 Pal e G

F’.’l(&a/[l)\/;“ Hé’/\/g 1722(6:-#:}

est un processus a valeurs dans Pespace des matrices 2 x 2.

2.2 Etude de la stabilité du processus matriciel {4}

L’étude de la stabilité des systemes linéaires non autonomes sera fondamental
dans P'obtention des estimations pour Ierreur de filtrage.
On établit d’abord le lemme suivant:

o, A";"ﬁ “%;Gp ;ﬁ "»I“AX‘.-"& M A

R
y o

2N Nt’%‘z’"ﬁ
AR

'i‘;,
R

5t

0

ey A

e

A ke R e
v .m}:u‘r‘.fsﬁwﬁ;&%@m,ii&ﬁh s

i




i 3

o
Y
3
3

Lemme 2.1 Soit

BN e, b aerh W ARKA M IR 2 TR AR A e e e

une matrice symétrique et

\_ 1 [26FaH
_2‘/ )

Alors B est définie positive et
BA;+ A{B £ —AB,Vt.

Preuve

Le fait que B est une matrice définie positive est evident. 1l suffit de remar-
quer que traceB > 0 et detB = 25 Fi,H > 0.

Soit D, = BA, + A{B + AB. On veut démontrer que D, est semi-définie
négative, pour tout £.

Un calcul élémentaire matriciel nous donne les expressions de la trace et du
déterminant de D,:

tr(lCCDt = 4&}] all(t) bl 2\/2&F12H a'll(t) + &H '20'?]211
p 26 FioH
—21/25 FioH arp(t) + 4 Fizan(t) + ‘/_L‘__E_""_ jo

detD, = [4 cH a“(t) -2 \/26’171211(121“) +6}1 w?:‘;gﬁfl—|
e 20 Fy.H
. [_z V28 FiaH ay(t) +4 Fg an(t) + ‘/—‘17‘—’— Fn}

-

- [—\/2 & FraH an(t) + 2 Fraan(t) + 26 1 aya(t) — /26 FrpH az(?)

& FoH1?
: Ve |
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Etant donné I'ordre de grandeur des éléments de la matrice A, et, en utilisant
les hypotheses (H1) et (H2), on obtient

tracedy = —(& H + Fp) g_g_?_?_f_[_ +0(1) L£0,Vt
&2 H*F} 1
tD, = ——22 —_— .
det D, - +O(\/E)>0,Vt

|
On peut maintenant démontrer la

Proposition 2.2 Le processus A, est ezponentiellement stable avec tauzx d’ordre

1/,/%.

Preuve

Soient B et X définis par le lemme 2.1. Soit L la forme quadratique associée
a la imatrice B :

L(X)= X"BX.

Soit ¢ la solution de I’équation (3). On note (%, la i™¢ colonne de (;,. On a donc
que (j, est solution de I’équation

C;s = A C:s .
Alors L, = L((;,) est une fonction de Lyapunov, puisque

i) L0) =0, L(X)>0si X #0

ve lL ] ie - ]
i) =(Gi) = G5 (BAc+ AB) G,

D’apres le lemme 2.1, on a la majoration
SE(G) S A BG, = =M I(GL).
Vu que B est une matrice bornée, on a
L(gi) < cem(t=9)
et, puisque B est uniformément elliptique (B > cl),on a

< cert=9),

ce qui est 'estimation recherchée.
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2.3 Estimation de l’erreur de filtrage

On établit le résultat suivant:

Théoréme 2.3 Soit p un entier, p > 1. Si E[||Xo — Mol|??] < C < 400 alors
on a les estimations

E((z(t) - ()] < Cpe~t/VE L, e3P/

E[(Itz(t) — mz(t))2p] < -S—;’;- e—Cp t/\/g + Cp 6p/2 .

La preuve de ce théoréme nécessite 2 lemmes qu’on énonce et démontre.
On définit {Q,} comme étant le processus & valeurs dans I’espace des matrices
(symeétriques définies positives) solution de ’équation

{Qt = AQ+ QA +1

Qo = qel. ®)

Lemme 2.4 La matrice {Q,} est bornée, d’ordre O(\/f€).

Preuve

Puisque @, est la solution de I'équation (8), on connait sa forme explicite:

Q¢ = (:Qo(; + /0‘ (s ds

ou {(;} est la solution de I’équation (3).
D’apres la proposition 2.2,

Vs <1, |lGull < Cemtlt —S)/VE,

De la majoration de la norme de l'intégrale on obtient la majoration suivante
pour la norme de Q, :

1Q:l < Cve.
|
On considere le processus V; = Q;*.
Ce processus est solution de 'équation de Riccati
Vi = =V — AV, - V2
, (9)
o = o -
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Lemme 2.5 La matrice V; est bornée et elliptique uniformément par rapport a
t. Plus précisément,

C
I et traceV, < —.

/e

Preuve
Du lemme 2.4 vient immédiatement que

c

1
V> —T>—1.
QT T Ve

De Péquation (9) on obtient, en utilisant les propriétés
ftrace(ViAl)l < Al traceV,
trace(V?) > -;—(traceV,)2 (cf. [Saniuk-Rhodes])

et ie fait que ||A,]] < C/\/e, une inéquation différentielle pour la trace de V; :

i(traceV,) < £ (traceV) — %-(traceV,)2 .

dt Ve 2

La résolution de cette inéquation permet d'obtenir la majoration:

1
c /e + (1/(traceVy) — ¢ \/E) e-Ct/Ve’

traceV; <

d’oli le lernme.

On est pret a démontrer le théoreme 2.3.
Preuve (du théoreme 2.3)

Soit
. / . - /2&1«“,2
U, = L H

U(J\’g) -0

D’apres la formule d’Ito,

d(Z;ViZ) = = Z:V2Zodt + trace(UsV,U,) dt + 2 Z: ViU, ( Z‘;' ) .
t
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Soit p 2 1. D’aprés le lemme de Gronwall, les moments d’ordre p de Z;V,Z,
sont finis. On applique la formule d’It6 & (Z;V,Z,)? :

CBVLY = —p(GVZP I EVIZdt +p(ZVY race(UTVU,) dt
d
#2p(p = 1) (22 It + 20 £V (200 (o)
ol y
—— e - / Ly
"= Gevagn U
On obtient alors 'expressior
d “ rye -— - lrd — -
—7E{(Z,'V}Z,)”] = —pE[(Z;ViZ,)P7'Z;VEZ) + pE{(Z; Vi Z,)P Hrace(U; V,U,Y))

T2p(p~1) E[(Z;Vtzt)p—l l”t]z] :
D’apres le lemme 2.5, on a
Z;VEZ, 2 a2t ViZ,
avec a, = c/+/¢ et I'inégalité de Cauchy-Schwartz entraine
[ < trace(UsViUy).

On obtient Pinégalité

d
—E{(Z;ViZP] £ —pa E{(Z;VRZ)) + p(2p = VE{(Z; V. Z,)P trace(Us V,UL)| -

dt

Puisque ||U,|| est bornée d’ordre O(1), on a
trace(U Vi U,) £ Cha, .

On utilise la propriété

Y suite ¢, > 03 suite C, : a?~ly < 2 + Cpy”, Vz,y 2 0.

On prend ¢, = (1 - ¢)/{(2p — 1) Cy), ot ¢ est une constante, ¢ < 1.
On obticnt Pinégalité

d c C, trace(U; V.U’
—~ ; Pl < m— V.2, + -2 hidhatid b it 74
FE(ZVY) < -z viy)+ g8 | (UM
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*V/, [ 4
ou, on le rappelle, E [(HM) ] est borné.

CO (o

En résolvant cette inéquation différentielle on obtient la majoration

E[(Z:ViZi)] < C, + E{(Z3VoZo)?) =PI VE,
ol1, vu que E[||Xo = Mo||*?] est supposé fini, E[(Z3VpZ0)F) < C/e%/2.
Du lemme 2.5, en utilisant le fait que

1

SE[(1(8) = mi ()] + E(e2(t) - ma(t))”] < E[(Z72.)]

< C ep/2+£e"“p‘/ﬁ
= P P )
on déduit le théoréme.

Remarque 2.6 En plus de l'ordre de grandeur de l'erreur de filtrage on a
obteru que 'effet de la condition initiale disparait & une vitesse exponentielle.
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3 Le cas général

On considére le systeme

dzi(8) = fi(aa(t), 2o(t)) dt
dza(t) = fa(z1(t), 22(t)) dt + o (24(t), 24(2)) dw(t) (10)
dy(t) = h(z(1))dt +edw(t),

ayant comme hypotheses

(H3) h est une fonction C?, k' est bornée strictement positive, h” est bornée et
h~=! est Lipschitzienne

(H4) f est une fonction C?, f, est inversible par rapport a x,, d’inverse Lips-
chitzienne.

On note § cette inverse
Ty = §(1,22) & T2 = fi(a1,22)

et g la fonction définie par
9(21,32) = g (™' (21), 22/ K (h™(31)))

(H5) R'f; est une fonction Lipschitzienne
(H6) la fonction
9fi
a(zy,z2) 1(7:,)63:2 (zy.22)
est bornée

(H7) la fonction
" ! a
W(21) £ 22) + K2 2L (21, 22) falenoa)
a.??]

! J 2' 3 L 02
+ h(x,)gfi(ml,xg)fg(w,,xz)—i-ﬂ%ji)-h'(xl)—(ﬂ%(ml,xg)

est différentiable et ses dérivées partielles sont bornées.

On va démontrer que, pour ce systeme, le théoreme 2.3 énoncé dans la section
précédente est encore vrai pour p = 1. En effet, par une transformation de
coordonnées, on peut se ramener a un systeme du type traité dans la section 2.

12
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Des estimations de ’erreur pour ce systeme transformé, on va pouvoir déduire
des estimations analogues pour le systeme initial.

On considere la transformation
{ 1t) = h(=:(t))
Z(t) = k(1)) filza(t), 22(t)) -
Le nouveau systéme est, d’apres la formule d’1t6,
dz(t) = a.(t)dt

day(t) = F(@:(t),32()) dt + 5 (21(2), 25(1)) duo(t) (11)
dy(t) = F(t)dt +eda(t),

83

oll
f(ii'hiz) = h"(h~ f:(b 1("31),51 (%1, Z2))
Rz ))%{—‘;( (30), 320 22) (k4 (21), 3(21, 22)
FR(h(3) f‘(l* ), 521 22)) falh™ (20), 381, 72))
+0’2(}f1 "ixz;g(ihfk)) h/(h—l( ))%f;l( (131),51(51»3_32))
et

5(71, 32) = o(h™Y(Zy), (31, 22)) K (A~ (7)) %(Il'l(il),g(il,ig)).

On est dans les conditions de la section précédente. Pour le systéme (11), on

considere le filtre
/'2 o

dig(t) = f(my(t),my(t)) dt + = {dJ( (1) dt],

dmy(t)
(12)

avec condition initiale My et ou & est une constante strictement positive.
Pour le systeme initial (systeme (10)), on considére naturellement le filtre

{ mi(t) = h~(@(8)

(13)
ma(t) = g(Mu(t),ma(t)).

Onale
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Théoréme 3.1 Si: E[|| X, — M||?] £ C < +00 alors on a les estimations:
El(z:(t) - mi())?] < Ce=¢U/Ve 42

c _
Bllaa(t) -ma0)Y] < e VE40el/2,
Preuve
Le systeme transformé (11) vérifie les hypothéses énoncées dans la section
précédente et E[|| Xo — Mol|?] < C, car la fonction A'f, est supposée Lipschitzi-
enne. On peut donc appliquer le théoréme 2.3:

E((z(t) - m(t))f] < Ce~¢t/VE 42

E((z5(t) - mo(2))?] < ge_Ct/\/E +Cel/?

E((z:(t) = m ()] < Ce~ct/Veiced.

D’autre part, puisqu’on suppose que les fonctions h~! et § sont Lipschitziennes
et h' est bornée, on a les majorations

E[(z; -~ m))} < CE[(z —-m)Y
E[(z2 —=m3)?}] < CE[(z; — m3)*] + CE[z2 (z; — m)?].

Vu que E[z3] € C < +o0. I'inégalité de Holder permet d’obtenir le théoreme.
|

Remarque 3.2 On peut penser & appliquer 4 ce probléme le méme genre de dé-
marche que celle utilisée dans la section 2. On obtient alors un résultat analogue
au théoréme 3.1, mais seulement si on fait une restriction sur la variation des
dérivées des fonctions h et f; : on exige que les valeurs prises par ces fonctions
restent dans un certain voisinage.

Plus précisément, sous les hypotheses

(H8) h est une fonction C*', h’ est borneé strictement positive et o est une
fonction bornée strictement positive

(H9) f est une fonction C! & dérivées bornées et

7]
—0%12.(‘7:1,3‘?) > 0’ V(xh x2)'

14

bkl




¥ :
.é
i
é
i
| .
t Si on note:
2
—fl(mla 1:2)
bx = Oz
R(zy) '
h = inf; k'(x2), H = sup,h'(z),
: af \ 1
% fl? = ”lf(:n,rz) 5;;'(3:1,:1:2)’ 1’12 = Sup(z;,xg) '3—;;2'(:3131"2)
' et on considere le filtre approché
(26
dmy(t) = fi(mi(t),ma(t))dt + -;—¢M [dy(t) — h(ma(2)) di]
f ;
dmy(t) = fo(my(t),ma(t)) dt + = [dy(t) — h(mu(t)) dt],
ol & est une constante, & > 0, on peut démontrer le résultat suivant:
si
HF V1+4(1+v2) - 1)?
h fn 4
alors
Ef(na(t) - mit)?] < Cpem@VEL4 G,/
C
El(xn(t) ~ ma(t))7] < e~ wVELyC,ePl2.
€
La méthode qui a permie d’obtenir la condition (14) n’est pas exhaustive.
On peut facilement trouver d'autres conditions du méme genre pour lesquelles
le résultat est encore vrai. F:
1 5;
14 4(1+V2) =~ 1)? P
I ( ( )- 1) ~ 1.282 %
i &
| .
i . 3




4 Commentaires

On a étudié I'erreur de filtrage pour le cas d’un signal de dimension 2 dont une
seule des composantes est bruitée et dont seule 'autre composante, faiblement
bruitée, est observée. On a obtenu des estimations asymptotiques pour cette
erreur qui nous donnent l'ordre de grandeur quand I'intensité du bruit de mesure
¢ tend vers zero. Une étude asymptotique de l'erreur du filtre approché par
rapport au filtre optimal est aussi envisageable (cf. [Picard-89]).

On peut envisager le méme type d’étude pour le cas ol ¢c’est la composante
bruitée du signal qui est observée. Pour ce cas la, dans [YBS], les auteurs pro-
posent un filtre de dimension 2 obtenu formellement d’aprés un développement
asymptotique du filtre optimal.
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